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【内 容 简介 】 本 书 在 归纳 .总 结 数学 在 数 系 扩 充 问 题 的 历史 资料 基础 上 ,提出 了 数 系 的 扩充 应 与 运算 类 
的 拓 广 相 联 系 .也 就 是 说 ,三 元 超 复数 应 由 第 四 运算 的 逆 运 算 自 然 地 引出 . 

在 三 元 超 复数 系 上 建立 的 明 数 论 为 人 类 对 三 维 向 量 场 的 研究 提供 了 新 的 数学 工具 . 三 元 超 复数 的 独特 
性 质 , 即 两 三 元 超 复数 的 乘积 及 商 可 以 不 存在 ,存在 时 也 不 唯一 . 这 一 独特 性 质 恰好 是 爱 因 斯 坦 所 期 盼 的 新 数 
学 的 根本 性 基础 . 

本 书 在 三 元 数 系 上 建立 的 函数 论 为 三 维 向 量 场 提供 了 完备 的 数学 观念 , 它 是 “ 复 变 阴 数 论 ” 的 推广 ,其 内 
容 涉 及 数学 基础 理论 及 在 流体 力学 、 空 气动 力学 、 量 子 力学 上 的 应 用 . 

本 书 适 合 数学 专业 及 从 事 “ 场 论 " 研 究 的 高 校 师 生 以 及 工程 师 、 研 究 人 员 阅 读 . 
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本 书 是 献 给 人 类 科学 的 前 瞻 性 作品 . 

几 十 年 后 , 当 科 学 界 意识 到 必须 搞 清 三 维 向 量 场面 临 的 诸多 问题 认识 到 爱 因 斯 坦 的 天 才 
感悟 一 一 科学 发 展期 待 一 未 知 “ 隐 男 数 "的 时 候 , 人 们 将 重新 审视 “三 元 数 " 的 存在 性 及 在 该 数 
系 基 础 上 建立 的 超 变 函 数论 的 里 程 碑 意义 . 

坚持 “自然 .哲学 和 数学 的 统一 ”是 本 书 的 特色 研究 道路 . 笔者 相信 ,哲学 .数学 与 物理 学 相 
统一 的 《 超 变 阴 数 论 基础 ) 将 为 未 来 科学 发 展 提供 坚实 的 基础 . 

1960 年 ,笔者 开始 研究 三 元 数 , 后 在 窦 妍 博士 (地 下 水 科学 与 工程 专业 学 者 ) 的 参与 下 , 逐 
步 完 成 了 基础 理论 的 框架 构建 ; 钱 会 教授 (博士 生 导 师 ) 对 超 变 函 数 在 流体 力学 上 的 应 用 提出 
了 建设 性 意见 并 提出 应 研究 的 课题 . 这 就 成 就 了 本 书 的 特色 , 即 数学 与 物理 学 相 统一 . 

笔者 估计 ,科学 界 对 “三 元 数 ” 的 重大 意义 的 醒悟 尚 需 时 日 . 因而 ,本 书 的 主要 写作 目的 是 
布 望 年 育 学 者 们 早日 投身 于 超 变 函 数论 的 研究 ,此 乃 将 是 国家 科学 之 大 幸 也 ! 

笔者 要 感谢 孙 大 为 教授 (大 连理 工大 学 ) ,她 在 计算 机 上 演算 了 超 复数 的 代数 运算 部 分 . 

最 早 支 持 这 门 数学 研究 的 是 中 国 科学 院 电子 所 宋 文 村 人 研究员、 西北 工业 大 学 航空 学 院 杨 
新 铁 教授 、 美 国 北 卡罗来纳 大 学 卫 国 教授 . 

《陕西 日 报 》 社 戴 吉 坤 、. 封 鲜 表 在 2010 年 采访 了 笔者 ,并 以 4 数学 王冠 上 又 一 颗 明 珠 》 发 文 
介绍 了 这 一 理论 . 

哈尔滨 军事 工程 学 院 西安 校友 会 的 校友 、 西 北 工业 大 学 航空 学 院 杨 禁 教 授 和 长 城 电 子 公 
司 总 经 理 黄 占 武 以 题 为 4 于 涤 尘 和 他 的 超 变 明 数 论 》 在 《军工 之 光 》 上 撰文 宣传 . 

超 变 函数 论 将 永远 记 住 并 铭刻 上 这 些 智 者 、 伯 所 的 名 字 ! 

还 要 说 及 的 是 ,本 书 仅仅 给 出 了 这 门 数学 的 一 个 基本 框架 , 尚 需 有 志 之 士 来 完善 它 、 发 场 
它 , 以 形成 一 门 完善 的 科学 体系 . 


于 涤 尘 
2016 年 7 月 
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只 有 在 正确 的 哲学 指导 下 对 数学 及 物理 学 的 基础 做 出 准确 的 思考 ,才能 产生 前 购 性 的 研 
究 方 向 . 

西方 学 界 早已 经 意识 到 ,要 解决 数学 基础 的 一 系列 重大 认识 困惑 ,就 必须 从 “ 数 的 起 源 和 
扩展 ”这 个 问题 着 手 .但 是 , 自 1861 年 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 证 明了 “一 个 代 
数 系 如 果 服 从 乘积 定律 和 乘法 交换 律 ,就 是 实数 的 代数 和 复数 的 代数 ”( 此 语 引 自 M. 克 莱 因 
《古今 数学 思想 》). 之 后 ,人 们 由 魏 氏 命题 引申 出 “三 元 数 不 存在 论 ”, 至 今 仍 统治 着 主流 数学 . 

本 书 是 对 “三 元 数 不 存在 论 ” 的 颠覆 . 

对 “三 元 数 不 存 在 论 ” 的 5 个 质疑 : 

(1) 复 数 与 二 维 癌 量 相 对 应 ,为 什么 三 维 向 量 场 不 对 应 一 个 更 广义 的 数 系 ( 称 之 为 三 元 超 
复数 ) 呢 ? 

(2) 既 然 人 们 承认 魏 氏 命题 ,那么 为 什么 不 承认 与 其 等 价 的 逆 否 命题 ? 即 “ 一 个 代数 系 如 
果 不 是 实数 的 代数 和 复数 的 代数 ,就 不 服从 乘积 定律 或 乘法 交换 律 ” 也 就 是 说 ,存在 不 服从 乘 
积 定律 的 超 复 数 . 

(3) 三 元 超 复数 是 客观 存在 的 还 是 人 为 约定 出 的 ? 

以 哈密 顿 为 代表 的 西方 数学 界 走 着 “人 为 约定 ”路 线 去 研究 数 的 拓 广 ;我 们 依据 “ 道 法 自 
然 2 的 哲理 ,坚持 数 及 其 运算 是 客观 存在 的 . 道理 非常 清楚 : 数 是 客观 事物 “ 量 ” 的 抽象 . 因而 ， 
“ 数 ” 只 能 按 自 喘 规律 引出 ,而 不 可 “人 为 约定 ”同时 ,客观 事物 “ 量 ” 的 多 样 性 就 决定 了 “ 数 ” 的 
多 样 性 . 

(4) 数 系 的 扩充 与 运算 类 的 拓 广 有 无 联系 ? 

运算 是 客观 事物 “相互 联系 ”的 抽象 ,客观 事物 相互 联系 、 相 互 作用 的 多 样 性 决定 了 运算 类 
的 多 样 性 . 我 们 遵循 “认识 论 ” 的 法 则 , 即 循环 往复 地 由 “特殊 ”到 “一 般 ”, 再 由 “一 般 ” 到 “特殊 ”， 
逐步 去 揭示 运算 类 的 扩充 规律 ,发 现 了 第 四 运算 ;又 由 每 一 类 运算 的 逆 运 算 皆 引发 数 系 的 扩充 
这 一 不 争 的 事实 ,最 终 由 第 四 运算 的 逆 运 算 发 现 了 超 复数 . 

(5) 中 华 哲 学 《道德 经 ) 首 章 就 指出 :“ 恒 有 欲 也 , 欲 观 其 微 . ”就 是 说 ,对 存在 的 事理 一 定 要 
研究 它 的 适用 范围 . 人 们 固化 了 的 “两 数 乘 积存 在 且 唯 一 ”的 乘积 定律 是 普 适 的 还 是 有 “ 徽 ” 的 . 

我 们 严格 地 证 明了 ,两 三 元 数 的 乘积 可 以 不 存在 ,存在 时 也 不 唯一 (有 3 个 可 能 的 值 ). 换 
句 话 说 , “两 数 乘 积存 在 且 唯 一 ”的 乘积 定律 并 非 为 恒 律 , 它 只 适用 于 一 、 二 元 数 . 

现在 的 物理 学 存在 着 明显 的 缺陷 ,诸如 : 

(1) 缺 少 三 维 流 浮 数 的 解析 表达 式 . 

(2) 二 维 向 量 场 中 存在 势 函 数 和 流明 数 ,并 且 由 等 势 线 和 等 流 线 构成 的 “ 流 网 ”对 分 析 二 维 
流 场 起 着 非常 重要 的 作用 ,那么 ,在 三 维 向 量 场 中 该 有 哪些 相应 概念 未 被 人 们 关注 呢 ?” 例 如 : 

1) 除 了 应 存在 势 遇 数 和 流 男 数 外 ,是 否 存 在 第 三 个 未 知 函 数 ? 其 表达 式 是 什么 ? 

2) 是 否 存 在 由 3 对 等 值 浮 数 构 成 的 “ 屋 式 网 格 ”? 

(3) 在 二 维 向 量 场 中 ,存在 散 度 和 旋 度 . 那么 ,在 三 维 向 量 场 中 是 否 应 有 第 三 个 “ 度 ” 存 在 ? 
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它 的 物理 意义 是 什么 ? 

(4) 世 纪 难 题 " 消 流 ” 问 题 的 数学 机 理 是 什么 ? 

(5) 能 和 否 为 量子 力学 寻求 ( 爱 因 斯 坦 所 期 待 的 ) 适 合 的 数学 理论 ? 

理论 物理 学 家 爱 因 斯 坦 说 “为 了 真正 证 明 量子 关系 ,显然 需要 新 的 数学 语言 . 无 论 如 何 , 用 
微分 方程 组 和 积分 条 件 来 记录 上 自然 规律 ,正如 我 们 今天 所 做 的 那样 ,是 同 合理 的 想法 矛盾 的 . 
理论 物理 学 的 基础 重新 受到 震撼 ,实验 要 求 我 们 能 够 在 新 的 更 高 的 水 平 上 找到 描述 自然 规律 
的 方法 .新 思想 要 到 什么 时 候 才 会 出 现 呢 ? 谁 要 是 能 够 活 到 那个 时 候 并 且 能 够 看 到 这 一 点 , 那 
该 是 多 么 幸福 啊 . ” 爱 因 斯 坦 意识 到 :“ 量 子 力 学 的 路 线 必定 是 使 得 它 为 了 描述 实在 而 去 寻求 一 
种 纯粹 的 代数 理论 .但 是 , 却 无 法 给 出 这 样 一 种 理论 的 基础 . ” 

于 次 持 先 生 负 责 全 文 的 主要 编写 工作 , 窦 妍 博士 对 书稿 进行 了 全 面 整理 ， 钱 会 教授 对 文中 
第 二 篇 的 物理 学 应 用 部 分 做 了 大 量 研究 工作 . 

本 书 涉及 的 理论 历经 半 个 多 世纪 的 研究 过 程 , 本 书 是 一 本 具有 深远 意义 的 数学 基础 理论 
书籍 . 当然 ,由 于 笔者 水 平 有 限 , 书 中 尚 存在 一 些 缺 点 和 不 足 之 处 ,热诚 地 希望 读者 批评 、 指 正 . 

以 上 诸 问 题 都 密切 联系 着 数学 基础 理论 《 超 变 函数 论 基础 》. 我 们 在 书 中 将 逐一 回答 这 些 
问题 . 


著 者 
2016 年 12 月 
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第 一 对 ” 超 变 孙 数 的 代数 运算 及 解析 运算 


内 容 提 要 本 书 是 在 总 结 前 人 关于 超 复数 研究 的 基础 上 ,以 全 新 的 视角 :首先 建立 第 四 运 
算 , 下 由 第 四 运算 的 逆 运 算 引 出 空 数 j, 从 而 把 复数 域 拓展 到 超 复 数 域 .本章 包括 两 部 分 内 容 : 
超 复 数 的 代数 运算 和 超 复数 解析 条 件 . 


引 


QI 


数 域 的 扩展 课题 并 不 是 新 课题 . 在 19 世纪 初期 ,对 所 谓 超 复数 的 研究 就 曾 风 靡 一 时 . 当时 
的 代表 人 物 是 匈牙利 的 伯 依 阿 依 及 英国 的 哈密 顿 ,他 们 给 出 了 复数 理论 的 纯 算 术 基 础 , 即 由 实 
数 对 来 建立 复数 一 . 

当时 的 数学 界 要 求 数 域 再 继续 扩展 下 去 ,为 此 ,数学 家 们 就 布 图 沿 着 哈密 顿 之 路 利用 3 个 
实数 的 数组 或 4 个 实数 的 数组 等 去 建立 更 为 广义 的 新 数 域 . 

他 们 总 结 了 截至 复数 域 的 一 切 数 域 的 10 个 共性 ,也 称 为 数 域 的 10 个 条 件 , 即 

(1) 对 于 任意 两 个 数 ,它们 的 和 是 唯一 确定 的 . 

(2) 对 于 任意 两 个 数 , 它 们 的 积 是 唯一 确定 的 . 

(3) 存 在 一 个 数 0, 它 具有 性 质 ; 对 于 任意 4, 均 有 a 十 0==a. 

(4) 对 于 每 一 个 数 a, 均 存在 负数 x, 适 合 等 式 a 十 x 二 0. 

(5) 加 法 适合 交换 律 :a 十 6 二 5 十 a. 

(6) 加 法 适合 结合 律 :Ca 十 6) 十 c= 二 a 十 (6 十 c). 

(7) 乘 法 适合 交换 律 :a， 5 二 b。a. 

(8) 乘 法 适合 结合 律 :(ac*p)。c 一 CQ。(p。c). 

(9) 乘 法 对 加 法 适合 分 配 律 :a(b 十 c) 二 ab 十 ac. 

(10) 对 于 每 一 a 以 及 每 一 5 尖 0, 存 在 唯一 的 数 xz, 满足 等 式 bt 二 a. 

围绕 这 10 个 条 件 ,他 们 想 求 出 超 复数 的 乘法 运算 ,使 得 超 复数 作为 一 个 域 ,从 而 得 到 更 广 
义 的 数 域 ,但 得 出 的 结果 仍然 是 通常 的 复数 . 

在 这 个 研究 过 程 中 ,他 们 得 出 一 个 重要 的 结论 :如 果 不 改 变 域 的 (1) 一 (10) 的 条 件 , 欲 建立 
一 个 广义 的 数 域 是 不 可 能 的 . 也 就 是 说 ,新 的 数 域 必须 放弃 (1) 一 (10) 中 的 某 项 或 某 几 项 才 行 . 

伯 依 阿 依 和 哈密 顿 的 研究 之 路 到 了 一 个 突破 口上 . 但 后 来 人 们 仅仅 看 到 了 他 们 失败 的 一 
面 , 而 没有 看 到 他 们 揭示 的 突破 口 一 一 新 数 域 的 生命 力 建立 在 必须 放弃 以 往 全 体 数 域 的 (1) 一 
(10) 条 件 中 的 一 项 或 数 项 ,反而 出 现 了 “复数 占有 完善 而 特殊 的 地 位 ”的 顶峰 论 , 也 称 为 复数 域 
封闭 论 呈 . 
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依 笔者 的 看 法 , 数 域 的 扩展 必须 与 运算 类 的 扩充 联系 起 来 ,这 才 是 唯一 正确 的 研究 思路 . 

众所周知 ,第 一 运算 的 逆 运 算 (减法) 引出 了 负数 ;第 二 运算 的 逆 运 算 ( 除 法 ) 引 出 了 小 数 
(其 实 ,无限 不 循环 小 数 , 除 法 也 是 可 以 得 出 的 ) ;第 三 运算 的 逆 运 算 ( 开 方法 ) 引 出 了 复数 . 

可 见 , 要 谈 及 数 系 的 扩充 必须 与 运算 类 的 扩充 紧密 联系 起 来 . 

[ 注 ] 除 法 的 本 意 是 选择 一 个 单位 去 度量 同类 量 . 当 视 正方 形 的 边 长 为 1 且 用 它 去 度量 对 
角 线 (只 要 做 得 精细 ) 时 ,就 引出 一 个 无 限 不 循环 小 数 . 因而 ,严格 地 讲 , 实 数 系 在 除法 中 已 经 谴 
本 
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数 域 的 拓展 必须 与 运算 类 的 扩充 紧密 联系 起 来 . 为 此 ,我 们 应 该 对 人 类 截至 目前 所 具有 的 
三 大 类 运算 加 以 考察 ,从 中 找 出 其 规律 性 的 东西 . 

第 一 运算 (加 法 ) 的 一 般 式 是 a 十 b=c, 其 特殊 式 是 a 十 a==c, 即 两 个 相同 的 数 相 加 . 如 果 人 
们 把 自己 的 思维 停滞 在 这 里 ,而 不 升华 到 第 二 运算 (乘法 ) 的 话 ,数学 也 就 僵化 了 . 人 类 终究 做 
到 了 这 一 点 :他 们 在 两 个 相同 的 数 相 加 时 ,把 自己 的 思维 升华 成 a 十 a = 二 2a, 新 的 运算 产生 了 . 

同样 ,人 们 又 没有 停滞 在 第 二 运算 那里 . 当 两 个 相同 数 相 乘 时 ,人 类 思维 又 升华 到 第 三 运 
算 , 即 aa。a 一 4 . 

把 这 一 思维 推演 下 去 , 当 相 同 的 数 连续 乘 方 , 即 {[(c“")*]…} (zz 个 a 连续 的 乘 方 ), 人 们 的 
思维 是 停滞 于 第 三 运算 那里 ? 还 是 再 次 升华 到 更 高 一 级 的 运算 ? 显然 ;人 类 应 该 具有 这 样 更 
高 一 级 的 运算 一 一 第 四 运算 ,可 记 为 a” 三 {[(eoz)]…}) 一 a”, 称 为 拐 方 运算 (由 于 使 用 了 一 个 
拐角 符号 工 ,可 读 作 a 的 拐角 n). 它 的 一 般 形式 是 a =c, 其 中 2 为 任意 复数 . 

这 其 中 的 规律 见 表 1 - 1. 

表 1-1 运算 类 的 扩展 


由 表 可 见 ,运算 类 是 无 穷 无 尽 的 ,只 是 看 客观 实践 是 否 需 要 而 已 .第 四 运算 确 有 其 客观 性 : 
方程 W = 二 ZinZ,W = 二 InZ“(Z = 二 a 十 交 ) 反映 了 流 线 为 对 数 螺旋 线 的 不 可 压缩 流体 的 流动 ,其 中 
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就 出 现 了 第 四 运算 2 的 对 数 问 题 . 

现在 来 谈 数 的 扩充 .我 们 知道 , 数 的 拓展 是 每 一 类 运算 的 逆 运 算 引 发 的 . 第 四 运算 的 逆 运 
算 在 复数 域内 是 否 完全 可 以 行 得 通 呢 ?显然 ,只 要 W 关 0, 方 程 Z? = 二 W 在 复数 域内 总 是 有 人 解 
的 .但 是 , 当 W=0 呢 ? 

这 可 归结 为 有 无 复数 Z 使 Z” ==W 永远 成 立 . 答案 是 当 W==0 时, 这样 的 复数 不 存在 . 于 是 
必须 有 一 个 超出 复数 域 的 新 数 j ,使 站 =0. 特别 是 n==1 时 ,有 请 一 0. 

空 数 j 出 现 后 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 空间 任 一 点 都 对 应 一 个 新 数 Q=a 十 wii 十 cj, 可 命 之 为 " 超 
复数 ”. 

定义 1.1 超 复数 Q 的 模 . 

1Q|=| a 二 ti 十 cj |=vVa 十 6 十 cc 

为 研究 空 数 j 的 性 质 ,我 们 建立 下 述 的 几 个 公理 . 

公理 1.1 设 a,b 是 任意 数 域 中 的 数 , 夺 a = 多 , 则 a=。. 

因 对 一 切 正 整数 ”方程 Zz =0 在 复数 域 中 无 解 , 此 式 又 可 变 为 (Z")2 = 二 0" ==0, 它 同样 在 
复数 域 中 无 解 .于 是 需要 一 个 新 的 数 j ,使 G") 一 0. 

前 已 述 及 ,有 jj 三 0, 所 以 (j")7 一 ji, 据 公理 ,1.1, 有 

性 质 [三 j. 


又 (元 ) 一 0, 在 复数 域 中 无 解 , 由 于 此 式 属于 第 四 运算 的 逆 运算 (的 结构 ) , 需 命 新 数 j, 使 
人 yr 
全 0, 又 因 一 0, 所 以 (二 ) =j. 

据 公 理 1.1, 有 

性 质 二 一 j, 即 站 =i 


公理 1.2 对 一 切 数 , 就 其 模 而 言 , 有 
18& |=|Q|I” (n 为 正 整 数 ) 
据 此 公理 , | 7” |=|j 1". 
又 因为 "==j, 所 以 | |= | jj ,于 是 有 
性 太 看 j= 
定义 1.2 模 为 1 的 数 称 为 单位 1. 
公理 1.3 单位 1 乘 单位 1 仍 为 单位 1 
据 此 公理 ,有 
性 质 j=atjBe, at+RB=1 
j= 二 as 十 jB,， a 十 B= 二 1 
PP 
其 中 ,i 为 虚数 ,j 为 空 数 . 
[质问 1 为 什么 不 取 上 j==1 或 上 j= 二 a 十 8 十 iy? 
回答 : 设 Qi =a 十 ji 十 jcyQ: = 三 ca 十 过 十 jc 且 j|Q |=1, | Q: |=1, 则 
Qi。Q: 王 (al 十 1 十 jci)(as 十 1 十 jc ) 一 


(aias» — bib;, ) 十 1(bias 十 a1bs;) 人 十 Qaics 十 Caczy) 1(cib; 十 bic) 
由 公理 1. 3,ij 的 模 应 为 1. 但 下 列 两 种 情况 不 合理 : 
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(17 大半 ==1# 则 
Qi * QQ = (a 二 wi 十 jo) (a 二 ib, 二 jc:) = 
(aiazs — bibs 十 clip 十 bcs) iCbias 二 a1b;s) 二 j(cias 十 aicz 十 cicz) 
不 能 保证 Qi。Q: 三 1. 
(2) 可 否 取 1 则 =a 十 iB 十 iY 且 a 十 PP 十 YY = 二 1? 
因为 
QQ =(a 十 01 十 jc1)(as 十 10; 十 1lcz) 一 
Laias — bibs talcibs 十 Dicz)] 十 ias 二 aib:) + Blebs 十 bcz) 十 
(vms Tots cro + Yc tt brcsy (1—1) 
由 公理 1. 3, 应 该 是 


|1Qi * QQ |=1 《1 = 2) 
将 式 (1 -1) 代入 式 (1 -2), 得 
A 一 (aias 一 四 2) 十 (ias 十 aip) 十 (cias 十 alics 十 cics) 十 (cibs 十 bics)* 
B=2(aias — b16;) (cib; 十 Dicy) 
C=2(bias 二 a1b;) (cib, 十 Dicy) 
D=2(cias 十 aicz tt cics) (cib; 十 bicz) 
经 过 整理 可 得 
Ba 十 (BB 十 Dy 一 1 二 A 《1 一 3) 
将 e- 十 厅 十 六 三 1 与 式 (1-3) 联 立 求解 ,显然 两 个 方程 3 个 未 知 量 不 能 求解 ,8,y, 因 
而 这 种 分 解 方式 其 结果 是 无 穷 的 ,因而 不 合理 . 
当 令 a= 二 0, 可 得 
CGB++Dy=1T—A, B+Y =1 
这 样 解 出 的 8,y 是 确定 的 . 故 有 


= 
同样 , 令 8 二 0, 可 得 j= 二 a 十 j7Y; 令 Y==0, 可 得 j = 二 a 十 1p. 
这 就 是 5 的 3 种 分 解 方式 的 来 由 . 


在 本 节 论述 之 后 ,我 们 可 以 宣告 “三 元 数 不 存 在 论 ”是 根本 错误 的 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 证 明了 :一 个 代数 系 如 果 服 从 乘积 定律 和 乘法 交换 律 , 就 是 实数 的 代数 和 
复数 的 代数 ”. 数学 界 怎么 能 据 此 得 出 三 元 数 不 存 在 呢 ? 众所周知 ,* 原 命题 与 它 的 逆 否 命题 要 
对 则 都 对 、 要 错 则 都 错 ,这 叫 作 命题 的 对 偶 原 则 . 

魏 尔 斯 特 拉 斯 的 道 否 命题 应 是 :“ 一 个 代数 系 如 果 不 是 实数 的 代数 和 复数 的 代数 ,就 不 服 
从 乘积 定律 或 乘法 交换 律 ”. 换 句 话说 , 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 逆 否 命题 可 有 两 个 :一 是 “一 个 代数 系 
如 果 不 是 实数 的 代数 和 复数 的 代数 ,就 不 服从 乘积 定律 ”; 二 是 “一 个 代数 系 如 果 不 是 实数 的 代 
数 和 复数 的 代数 ,就 不 服从 乘法 交换 律 ” 当 使 用 “一 个 代数 系 如 果 不 是 实数 的 代数 和 复数 的 代 
数 ,就 不 服从 乘积 定律 ”时 ,实际 上 是 承认 交换 律 的 , 即 三 元 数 相 乘 满足 交换 律 . 

于 是 , 当 承 认 魏 尔 斯 特 拉 斯 的 命题 时 必然 要 承认 其 逆 否 命题 . 也 就 是 说 ,否定 超越 复数 的 
新 数 系 的 存在 就 是 否定 “ 原 命 题 与 其 逆 否 命题 等 价 ”这 一 基本 原则 . 
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二 、 超 数 的 代数 运算 


设 Q =ai 十 询 十 jcisQ;: 二 a 十 Bs 十 jcs, 则 
1. 两 超 数 相等 
者 Qi 一 Q: , 则 
Ql 一 CQ， pb 一 0 cl 一 Cy 
2. 两 超 数 相 加 、 减 
Qr 证 QQ 王 (al 十 zz) 十 102 十 2) 十 开 ci 士 ci) 
3. 两 超 数 相 乘 
我 们 仅 以 模 为 1 的 两 个 超 数 为 研究 对 象 ,至 于 一 般 的 超 数 , 只 要 增加 其 模 相 乘 的 因子 
即 可 . 
根据 此 时 认定 
|Q |=| @, |=1 
Q。Q: 王 (ai 十 1 十 ]Jci)(as 十 1 十 Jc2) 一 
(Qaras — Ob) 十 了 Da 二 ao 二 ea acs + ce) tebs Ot) 《1 一 二 
现 需 对 式 (1-1) 中 项 进行 分 解 , 据 1 的 3 种 可 能 的 分 解 方法 ,首先 令 1=w 十 交 ,将 其 代 
人 入 式 (1 -4) ,得 
Qi * Q; = [aras — bbb) 二 a (cb 十 bcz)] 十 1iLCoas 十 ab) 十 BCcips 十 bcz)] 十 
人 Ca 十 人 zol 十 cz) (1 —5) 
根据 公理 1. 3, 因 Q, 和 Q; 均 为 单位 一 ,所 以 | Qi . Q; | 二 1, 即 
(aiaz 一 bip) 十 ecips tbrcs) + 2a aas — bibs) (cibs 十 bcz) 十 (baz 十 aps)2 十 
Bcbs tbics)’ 十 28 (bias 十 aipz)(cip 十 cs) 十 (cias 十 czal 十 cicz) =1 
因为 al 十 康王 1, 所 以 有 
(aiaz 一 六 20) 十 (bias 十 aip) 十 (c 十 bcz) 十 (ciaz 才 czrai 十 cicz) 十 
Zai(aiaz 一 ip)(cips 十 bcz) 十 28 (bias 十 aipz)(cips 十 bcz) 一 ] 
为 求 wm ,Bi 之 值 ,在 ai 十 记 二 1 的 条 件 下 ,可 以 设 xi =cosol ,B 一 sinol , 代 和 人 上 式 , 并 令 
Ai 三 (aiaz 一 0) 十 (bias 二 Taibz) 二 (cbzs 二 bics) 二 (cias 二 coai 十 cicz) 
及, =2(aias — bib;) (cib; 十 Dicz) 
Gi =2(bras 十 而 区 cl 十 人 cz) 


于 是 有 
Bi cosai 十 Ci Slnai = 二] 一 A 
5 ] —A, 。 Bi 
0 9 a 
/BTC VB FC 
令 1j=az 十 jp .将 其 代入 式 (1 -4) ,利用 上 述 解 法 ,可 得 
TE ey ,， 3, 
02 三 arcsin 一 -一 一 十 arcsin 一 一 一 一 一 
VB; 二 Cz VB; 十 C: 
且 可 得 人 A， mp ,BB, —B ~ 区 二 2(c1ay 十 cya crcz) (ci10» 十 Dicy) 


最 后 , 令 ij=ias 十 jB ,将 其 代入 式 (1 -4) ,利用 同样 的 解法 ,可 得 
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vs =arcsin -一 As 一 CSIN 3 
VB 十 Cs V 有 ; 十 Cs 


且 可 得 
WN Ds Mat 

[ 注 ] 以 上 oi;02y05 各 式 中 的 出 现 的 Bi 十 C? 关 0(0i=1,2,3). 

当 相 应 于 1 的 每 一 分 解 式 的 om ,os ,as 求 出 后 ,Q，。Q 的 积 即 可 求 出 ,显然 这 样 的 乘积 有 3 个 . 

由 超 数 的 乘法 ,我们 可 以 看 到 : 

第 一 ,1j 在 单独 存在 时 ,是 不 确定 的 .但 一 旦 进入 具体 的 运算 结构 中 去 , 它 就 被 具体 问题 所 
制约 ,而 成 为 完全 确定 的 事实 ,1 的 分 解 系数 a 及 B 被 确定 下 来 . 

第 二 ,乘积 有 3 个 可 能 的 值 . 

而 后 我 们 在 进行 超 数 的 乘 方 ( 方 指数 为 正 整 数 z) 运算 时 ,也 可 以 看 到 这 两 个 特点 . 这 两 个 
特点 是 超 数 运算 的 独 有 特点 ,是 有 别 于 以 往 任何 一 类 数 域 的 . 
例 1 设 Qi =1 十 i 十 j,Q: 三 1 一 1 一 ], 求 QQ:. 

Qi = 二 1 十 i 十 j= 机 (二 十 语 + 让， Q 一 V3( 友 一 去 Se 
于 是 得 


- > 一 3Qi Q20 
先 计算 Gin Q20 ,有 


] 村 bd 1 . l 2 0 
0 。 0 一 一 十 一 1 十 下-] et 的 十 EE 一 一 一 一 一 
er 

(1)1 三 al 二 1p. 


2 2 人 
解法 1 Qi Q20 = 一 | 
由 QioQa |=1 及 ai 十 所 二 1， 可 得 w = 二 0， B =1. 
于 是 ,有 
Q， * Q; =3Q0 * Qo 王 2 一 2 一]】 
1 上 Ls 1 1 . 1 
> . -一 一 十 一 十 二 es 
解法 2 Qio *。 20 (# /3 yal 本 /3 剧 
] ] ] ] ] 
此 处 ， | 二 一 ,bi 一 一 ， = 2 三 一 -,b; 二 一 一 ,C2 A 可 得 
i iA 
- i 二 
2 一 9 ， Ca 0 


于 是 ,由 Bicosoi 十 Cisinci 二 4 一 Al; 知 cosol 二 0. 则 有 

al 一 cosal =0, p=sino 一 ] 
此 与 解法 1 的 结果 一 样 ,因此 

Qi * QQ =3Q0 * Qo =2— 21—] 
(2)1] 一 as 十 jp. 
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a Li Be 
Qu Qo 3] = 3 ) ER 
由 | Qo Q20 | 王 1 及 os 十 慷 二 1, 可 得 B= 2a; ,再 与 a2 十 廊 = 二 1 联 立 求解 ,得 
_ Es _ 土 2V5 
SE Wl 
3 
2 
I fl 
Q。Q: (z+ 15 ) (二 15 ) ij 
站 
Q Q; 一 3Qii。 “Qn 一 3 人 (二 士 2 (二 15 ) 
(3)] 一 1las 二 JB;. 
7 
和 二 j] (二 一 二 i 一 二 = 一 二 十 之 生 == 芝 十 二 asi 一 (二 一 三 
Qio。Q2: = ba 1 三 十 启 j 二 局 3 3 十 31 3 十 本 osl [3 sb jj 
L606) 
由 上 述 有 
As =A =A s BB = 5 = 
现 将 ,ai 三 cs 三 he U2 es ,b; 一 a = 


-a V3 V3 
As =— A ==1, Ba = Cs =C: =2(cias + crar + oc) cbs + bcs) = 


代入 式 (1 -6) ,得 
tn 
CN 4 a 3 ] 
QQ * QQ; = 3Q10 * Qo0 二 2 十 21 一 ] 
第 三 ,三 元 数 之 积 可 以 不 存在 . 


对 读者 的 疑问 的 解释 ; 
提出 : 由 两 边 同 乘 j ,得 出 产 一 1. 读 者 要 说 的 是 j 不 是 什么 新 的 数 ,整个 体系 就 不 成 


1) 一 是 新 的 数学 对 象 ,只 能 根据 体系 的 初始 公理 得 出 ， 即 一 ==j. 它 作 为 空 数 j 的 基本 性 


使 用 . 在 我 们 的 体系 中 只 要 过 到 一 就 用 j 代 之 , 仅 此 而 已 ,再 无 它 变 . 


(2) 在 超 复 数 系 中 ,由 于 两 三 元 数 乘 积 可 以 不 存在 且 不 唯一 ,故而 使 用 "等 式 两 边 同 乘 
一 数 仍 相等 的 原则 ”时 不 再 是 万 无 一 失 的 了 . 为 什么 ? 


首先 ,一 一 两 边 同 乘 于 j 时 ,由 于 可 有 jj 一 ] 所 以 可 得 if 二 ]] 一] “ ,j 二)” , 即 得 不 了 矛盾 的 


结果 ;其 次 ,着 有 人 坚持 不 使 用 空 数 j 的 性 质 六 二 ;而 接 “ 等 式 丙 边 同 条 一 数 仍 相等 的 原则 ” 生 
事 的 话 ,那么 我 们 就 应 回 到 “初始 ”的 两 超 复数 乘法 公式 中 , 即 


超 变 函数 论 基础 


0i 二 arcsin 一 一 一 一 — drCSIN ek 
VB 十 C VB 十 C 
当 将 Qi 二 0 十 0i 十 j,Qz = 二 0 十 0i 十 ] 代入 后 可 得 


1= .A=0s B., =0， VB*++C 一 0 (z=]1,2,3) 
0; 值 不 确定 了 , 怎 敢 说 1 二) *，]? 


例 2 设 
_V2 ,V2. 让 V2 
WT Q, 一 一 | 
解 Re 不 存在 . 
[ 注 ] 此 例 中 ， | Q， |=1 及 | Q; 二 1 ,但 | Qi * Q, | 二 1, 违 背 模 法 则 . 如 果 不 虑 及 例 2 的 结 
果 会 以 为 出 现 了 矛盾 .现在 由 例 2 知 , 此 例 的 Q! 和 Q, 不 可 以 相 乘 . 


4. 超 数 的 除法 
仍 以 单位 球 上 的 Qi ,Q， 为 研究 对 象 , 现 进行 除法 人 
设 
Bt =m+in+tip 
于 是 
Qi 十 刘 十 jc = 二 (Cazm 一 bsn) 十 iCazn 十 bzsm) 十 jCazp 十 com 十 csp) 市 1(62p 十 cin) 


(1—7) 
首先 令 1j==ai 十 ip 代入 式 (1 -7), 得 
al 十 io 十 jc = 二 [Cazm— bn) 二 ar(bsp 二 csn) | 十 iL (asn+ bm) + (bp eon) | 十 
(asp cam cp) Cl = 8 
据 公 理 1. 3， EE mt 故 


m 十 天 十 大王 ] 
又 比较 式 (1-8) 的 左右 两 边 , 可 以 得 出 3 个 方程 ;再 有 ve 十 B 二 1 总 结 起 来 有 联 立 方程 : 
ap 
al 十 康王 ] 
a1 = (asm — bsn) 十 ai(p2 力 十 cz72 
bi 一 (27 十 2272) 十 B(pz 力 十 cz72) 
cl 一 Qz 力 十 cz772 十 cz 力 


由 此 联 立 方程 , 即 可 解 出 msavpvavB,g ,计算 任务 即 可 完成 


同样 ,由 jj 王 os 十 jB 及 jj=ias 十 jB, 去 对 式 (1-7) 的 ij 项 进行 分 解 , 也 可 得 出 相应 的 5 个 
方程 的 联 立 方程 组 ,由 于 纯 属 罗列 ,此 不 歼 述 . 

5. 超 数 的 乘 方 一 一 指数 为 正 整 数 7z 

采用 球 坐 标 来 表示 任意 超 数 , 即 


10. 
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Q=RQo =R(sing e? 十 jcos0) 
因 Q@Q" = 一 RR"Q ,所 以 只 以 Q& 为 研究 对 象 ,Q" 的 计算 即 可 顺利 完 


QI 一 (sinbg e*)n 二 nl(sinG e*)”™!' (jcos0) 十 (sin e9)" jcos2 0 十 … 十 六 cosz0 
据 性 质 工 ,j 三 三 … 王 ”, 故 
) 


Qi; 一 (sing e")"” 十 jLz(Csin0 e?) 一 cos 十 (sing e?)"? 。cos20 十 …] 一 


(sin0 e*)"(] 一 j)- 十 jisin0 ey 十 cos0)" = 
(sinzz0coszp 十 1SIn720SIn720 ) (1 一 ]) 十 ](sinbcosp 十 1SIingsinp 十 cosO) CL = 
现 单独 计算 后 一 项 , 即 
(sinbcosp 十 isingsing 十 cos0)” = R" (cosny 十 isinny) 
其 中 


j=arctan sing0sing 
sinGcosg 十 cos0 


QQ = (sinnOcosng 十 isinn0sinng ) (1 一 ]) IR" (cosny tt isinnyg) = 
sinnOcosng 十 isinnbsinng — J(sinnOcosng — KR"cosny) ty(R’sinnyg 一 sinnOsinng) 
Cl = 1 
现 又 涉及 ij 项 的 分 解 问题 . 
(1) 令 和 =ai 十 ip = 二 cosoi 十 isinoi ,将 其 代入 式 (1 -10), 得 
CR LsinnOcosng 十 ai (下 "sinzzy 一 sinnOsinng ] 下 
iLsinzbsinzg + Bi (R”sinng — sinng) ] 十 j(CR"coszw 一 Sin7zz0coszag ) 2 
据 公 理 1. 3，| Q" |=1, 故 
(sinzbgcoszp) +a’ (R"sinny 一 Sinzgsinzp) 十 2aisinzgcoszap。 (R"”sinny 一 sinz0sinz2p ) 十 
(sinzbsinzp) 十 记 LR"sinzay 一 Sinzgsinzp) 十 
2p8, sinz0sinzp (R"sinng 一 Sin7z0sin72p ) + (R"cosny 一 Sinzbcoszp) 一 1 


Eh 
(考虑 到 ai 十 所 二 1 及 al = 二 cosoi ,PB = sinoi) 
Ai = (sinnbcosng)’ + (R"sinnyg 一 sinnbsinng)’ 十 (sinzgsinzp) 十 
(R"cosng 一 sinz0sinzp) 
Bl 一 2Ssin7zz0coszp“。(〈 下 "sinzay 一 Sin7zOSsin7zzp ) 
Cl 一 2Sin720sinz2p“。(〈 下 "Sin7zay 一 Sin7z20sin720 ) 
则 式 (1 - 12) 变 为 
Ai 十 Bicosol 十 Cisino! 二 1 
故 
lo— A . 已， 
0o!1 三 :arcsin [7 —— ArCSIN [| (1 -13) 


一 Il 计算 出 来 9Q1 COSO1 » Bi = sling] 也 可 以 计算 出 来 ， 回 到 式 (1 一 1) ,00 的 计算 就 完成 了 . 
(2) 仿生 ==a;s 十 j= 二 cosos 十 jsino; ,将 其 代入 式 (1 -10), 得 


和 
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Qi 王 Lsinzbcoszp 十 wz (R"sinzaop 一 sinzbgsinzp ) ] 十 isinz0sinzp 十 
jLCR"coszp 一 sinz0coszap) 十 记 (R"sinzaop 一 Sinzbgsinzp) | (一 二 入) 


1 一 及 ， B. 
0» = arcsin (Be) 一 ArcSin ( 需 二 到 


二 


其 中 
A;=A!, 了 :三 B， C;=2(R"cosny— sinnOcosng)(R"sinny 一 Sinzz0sin7zap ) 
当 os 计算 出 来 ,Qi 的 计算 即 可 完成 . 
(3) 令 ij 一 las 十 ]Bs 二 icosos 十 jsinas 
将 其 代入 式 (1 -14) ,得 
QQ = sinn0cosng 十 i[ sinnO sinng 十 a3(R"sinny 一 sin7z0sinzp ) |] 让 


iL(R"cosny 一 sinn0cosng) + B; (KR"sinny 一 sin710sinzp ) ] (1 -16) 
由 | Qi |==1, 求 出 
D's A i Bb; 
03 = arcsin [ 款 二 ) 一 (a (1 


其 中 
A;=Ai, B;=B, Cs 一 C， 
os 计算 出 来 ,Q& 的 计算 即 可 完成 . 
总 结 : 超 数 的 正 整 数 方 ,有 3 个 可 能 的 值 . 
[ 往 1 冯 上 清 式 中 本 十 世 关 0 一 12，37. 
6. 超 数 的 开 方 
开 方 数 为 正 整数 ”。 
因 YQ =Q* ,所 以 这 个 计算 任务 同 于 下 述 的 任务 . 
7. 超 数 的 乘 方 
方 指数 为 任意 超 数 , 即 
Q 一 下 ?QI 3 
如 何 来 实施 运算 呢 ? 
回忆 复数 任意 知 的 计算 方法 当 是 有 益 的 :2Z" 三 普 (coszp 十 isinzp), 此 即 所 谓 的 棣 美 佛 公 
式 , 这 个 公式 是 于 方 指数 为 正 整数 的 情况 下 推导 出 来 的 . 当 对 于 复数 Z 的 任意 客 实 施 运算 时 ， 
只 能 依靠 “定义 ”, 即 定义 当 计 算 2 时 ,在 棣 美 佛 公式 中 , 凡 有 六 之 处 ,和 尼 代 之 以 目前 的 a. 这样 
Z" 的 计算 即 可 进行 了 . 
仿 此 ,在 式 (1-10) 中 , 几 有 7 之 处 , 缘 代 之 以 目前 的 请 ,于 是 
Qs = (sinpocospo isinposinpp) (1—1) JR’? (cospy tisinpy) = 
sinpOcospo + isinpOsinpy — jsinpocospo — Rcosnyg) ty(R’sinpy — sinposinpo) 
(1 —19) 
在 式 (1 -19) 中 (顺便 说 一 下 ,为 了 不 使 式 (1-10) 中 的 R 与 此 处 的 模 R 相 混淆 起 见 ,将 式 
(1-10) 中 的 R 代 以 小 写 r) ,出 现 两 类 计算 式 需 要 讨论 :一 是 实数 的 任意 超 数 方 ,二 是 “角度 ”为 
超 数 的 三 角子 数 . 
例如 ,cospq ,其 中 p= 二 a 十 8B 十] 
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cospq 一 cosp(a 十 18 十 ]Y) = cos(ag 二 1B9)cos(jgY) 一 Sin(ap + 1B9)sin(jgy) 
可 见 , 其 中 只 有 cos(jgy) 与 sin(jgy) 是 个 新 问题 . 
再 如 ,Re 的 计算 ,好 
R? = RerHietHir 一 Rot 。Rj 
可 见 , 出 现 的 新 问题 是 如 何 计 算 R”. 
现在 来 讨论 ,sinjA ,cosjA 及 R”(A 为 任意 实数 ). 


定义 : 
ee 人 0 
sinjA =jA— 3 + =j(A t+ or"*=jsinA ( 据 性 质 [) (1 -20) 
定义 : 
4 4 
cosjA 一 1 一 世人 1 “=1 二 (一休 十 全 十 1 一 1)=1+j(eosA 一 1D， ( 据 性 质 工 ) 
(1 -21) 
可 以 证 明 
sin’jA 十 cos:jA=1 
事实 上 


sin"j 人 A 十 cos*’jA==jsin*A 十 1 十 jcos*A 十 j 十 2jcosA 一 2jcosA 一 2j= 二 1 十 j 十 j 一 2j==1 
证 毕 . 

定义 : 

Ria 一 eiAnR 一 erriAnR — eiTiAnR) 一 cos(ijAln R) 一 isin(ijAln R) = 

1 —j}~— jcos(iAln R) ~ ysin(iAln R) 王 1 一 ] 十 jcosh(Aln R)++jsinh (Aln R) 
(1 — 22) 

由 式 (1-20) 一 式 (1-22),Q2 的 计算 工作 就 可 以 顺利 进行 了 . 在 计算 过 程 中 中 势必 又 会 遇 
到 1j 的 分 解 问题 .但 是 此 时 用 以 确定 1 的 分 解 系数 的 因素 ,只 剩 下 一 个 方程 , 即 a? 十 ==1. 因为 
当 pp 为 任意 超 数 时 ,Qf 关 1. 这 个 因素 已 不 能 应 用 了 . 所 以 ,Q* 有 无 穷 多 个 值 ,只 要 给 出 不 同 的 
a 及 B,Q? 就 有 不 同 的 值 . 这 是 合理 的 现象 ,因为 在 复数 中 ,Z"( 当 4a 为 任意 复数 时 ) 也 是 多 值 的 . 
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我 们 可 以 换 一 种 角度 来 得 出 复 变 孔 数 的 解析 条 件 , 即 认为 复 变 函数 的 求 导 式 子 由 下 面 的 
两 式 组 成 : 


/ Ou | .Ou 可 
六 本 (1 -23) 
二 鱼 十 型 一 一 2 
及 Pe Gy BY 1 ee Ly 


复 变 果 数 的 解析 条 件 就 取决 于 这 两 个 式 子 的 关系 . 例如 ; 
在 式 (1 - 24) 中 ,因为 一 ai 


Fe 
9y 


oe 


将 此 式 与 式 (1-23) 比较 ,得 


Ba 
OZ Oy Oy Ox 
或 者 在 式 中 ,因为 i 一 一 二 ,所 以 
A a 
和 1 东 


将 此 式 与 式 (1 - 24) 比较 ,也 得 
UM_ UW__% 


ar ay” ay ar 
可 见 ,各 种 变化 均 得 到 同一 偏 微分 方程 组 ,也 即 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 
我 们 将 按照 这 个 原则 来 建立 超 变 函数 的 解析 条 件 . 


一 、 超 变 函 数 的 解析 条 件 


定义 1.3 ” 如果 f(Q)==u《zxyy;z) 十 iv(zyy;yz) 十 jW (zyysyz) ,在 QQ 二 zo 十 iyo 十 jzo 及 Qo 
的 邻 域内 处 处 可 导 , 那 么 称 f(Q) 在 Qu 解析 . 如 果 f(Q) 在 区 域 2 内 每 一 点 解析 ,那么 称 f(Q) 
在 QQ 内 解析 或 称 f(Q) 是 2 内 的 一 个 解析 陨 数 . 
定理 1.1 函数 f(Q) = 二 u(x,y;z) 十 iv(X,y;z) 十 jw(xX,y,z) 在 定义 域 0 内 解析 的 充 要 条 
件 是 :u(xz,yy,z),v(z,y;z) ,w(x,y,z) 在 DD 内 任 一 点 Q@= 二 zx 十 iy 十 jz 可 微 ,而 且 满 足 推 广 的 柯 
西 - 笋 曼 方 程 
证 明  ” 先 证 必要 性 . 
设 函 数 f(Q) = 二 u(x ,yz) 十 iv(x,y,z) 十 jW(z,y,z) 在 其 定义 域 0 内 解析 ,那么 它 在 QQ 内 
任 一 点 Q=z 十 iy 十 jz 可 导 . 仿 复 变 函数 那里 的 情况 作 下 述 分 析 . 
1. f (Q) 一 a 十 亡 十 jc 
由 此 可 知 , 对 充分 小 的 | AQ |=| Az 十 iAy 十 jAz | 二 0 有 
f(Q+AQ) 一 CQ) = 三 (CQ)AQ 十 oCAQ)IAQ 
其 中 limp(AQ) 一 0 
令 天 (和 十 AQ 一 QT 地 AU 十 这 2 直 jAw 
PCAQ) 王 pi + lp 十 ]6s 
由 上 式 可 得 
Au 二 iAvTjAWw= (a 十 座 十 jc) (Az 十 记 十 jA2D 十 (46 十 pv 二 ja (Az 二 TiAy 二 3A 一 
OA 十 AT 
jCcAy 十 5Az 十 poAz 十 讽 Ay) 十 
jLcAz 十 (ae 十 c)Az 十 mAz 十 osAz 十 psAzJ (一 2 
(1》 取 ==ay 十 府 ; 其 中 sp 十 Bp 二 1 
将 ij 一 o 十 iB, 代入 式 (1 - 25), 并 加 以 整理 ,得 
Au=aAzx— LbAy 二 capAy + bay A piAz OO— pz Ay psdy Az+ pA .7 
Az 一 pAz 十 aAy 十 ovAy 十 88,Az 十 pzAz 十 mAy 十 pz8Az 十 ppAy 
A 双 一 CAZ 十 (aa 十 c)Az 十 osgAz 十 psAz 十 DAz 
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AQ—*0 AQ—0 
由 此 可 知 ,x(zyyyz),zoCzyyyz)yw(Czyyyz) 在 点 (x,y,z) 可 微 , 则 有 


Su 一 a， ou 一 am = po 
oks Oy Oz 
dd Oo _ Ov _ 
-mn b,， By By Dz bB, 
OW Ow Ow _ 
OX Dy a OX a 
为 方便 起 见 , 记 
Ou _ 9 Ow _ 
Ox 1 Ox i ax 
Sl Sg Sm (1— 26) 
CN Oy i 
Bz ”2 全 
则 上 面 一 组 式 子 为 


Li=a, L,=b, iL;=c 
m=Lap—L:, m=Li 二 LB,, ms=0 CL 二 2 
m=Lzap, ns:=L2:B,, 73 一 了 十 二 3 
由 式 (1 - 27) ,有 
Mi 十 mLio 二 Ls— 2LLs0g + Di 二 bb 2LLsp, = 
YY Md YA 
及 ni 十 7 十 下 二 Lzag 十 LzpBs 十 Li 十 Ls 十 2LiLs 


一 下 sw Flyh, =0 C= 


2LiL; 一 0 (二 二 
3 


由 式 (1 -28) 及 式 (1 - 29a) 可 知 ,在 2 一 Yi 二 > 用 一 1 的 条 件 下 ,有 


1 一 ] 


LiL; 一 了 3: 一 0 

从 而 有 

LiL; =LiL; =L,L; =0 (1 — 29b) 
(理由 见 附 录 1). 
(2) 取 汪 二 ai 十 jB ,其 中 a 十 B= 二 1. 
将 = 二 ai 十 jB: 代入 式 (1 -25), 并 加 以 整理 ,得 
Au 一 CQAZ 十 (ck 一 pb)Ay 十 paktAz 十 pIAZz 一 pzAy 十 pzakAz 十 psakAy 
Av=bAXx 十 aAy 十 pz2AX 十 piAy 
Aw=[cAz 十 oBiAy 十 (a 十 c 十 6Bi)Az 十 piAz 十 psAX 十 psAz 十 pzB:Az 二 psB: Ay] 
由 上 式 可 见 ,x(Czyyy,z),vCzyyy*z),w(Czyyyz) 在 点 (xX,y,z) 可 微 , 则 有 
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超 变 函数 论 基础 


Deas csh ‘Be 
dv av 2 
5 0， Eee -一 一 0 
a By. A 


考虑 到 式 (1 -26), 有 
Li=a, L,=b, 工 ; 一 < 
1l1 一 Lak — Lm;: 一 Li ， ms=L;:pB (1 — 30) 
mn ==Lsay, 调 一 0， | 

由 式 (1 - 30) 得 

3 3 

Dm =Liai+Li—2LLa + Li + LIB = > LL? — 2L La 

rR 1 一 ] 


ti 一 1 
3 3 


LiL; 一 0 二 


Dn =Liai tL1?+ LL? +L +2LL; + 2t Lp + 2L:Lp, 


i= 1 


3 3 


志和 
i=1 i=1 
2LiL; 十 2LLz:8 + 2L;LsB, =0 (1 =32 
(3) 取 j==ias 十 jB,, 其 中 十 局 二 1. 
代入 式 (1 -25) ,并 加 以 整理 ,得 
Av=aAxr ~ bAyT nA — pAy 
Av 王 AZz 十 (aa 十 cv)Ay 十 pay,Az 十 ooAz 十 oAy 十 pzavAz 十 paavAy 
TAI 二 OCTDDAJARTASSTT nA oar TT har np Ay 
同样 的 道理 ,可 知 ,x(Czy,yyz),zCzyyyz)yw(Czyyyz) 在 点 (zx,，y,z) 可 微 , 则 有 
Gu 3 经 


gi ry > 一 一 0 
OZ 中 Oy Ox 
2 二 i 9 
A |, a 0 A ba, 
9w - Qw = 区 
ar C, By cBa， D oe 608 


考虑 到 式 (1 - 26) 得 
LI=a, L,=b, L;=c 
71l1 一 一 上 ， mz=Li 二 Lsap, ms =L;p, (4 33) 
11 一 0， 12 一 Lap， ns=Li 十 L; 十 L,p, 

由 式 (1 -33) 得 


3 


Dm! = 二 + La + 2LiLsa + LR = > Lt + 2LiLsa, 


i 二 1 it 一 ] 


和 
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令 >mi 二 >,Li = 二 1, 得 

LiL;s 一 0 (1 — 34) 
又 pp 二 十 十 天 及 二 2 天 20 二 2 

疝 
令 nn =》 LL! 二 1, 秋 

= 和 (1 - 85) 


综 上 所 述 ,在 DL? = > mi 一 > ==1 的 条 件 下 ,有 


LE (1 =36) 
ou 
且 此 时 总 及 7” i Oe c， 故 
-i +jw 
f (0) ‘ax TS 
仿 复 变 函 数 的 情况 : 


2. P(Q) = 二 (a i 


fF(QTF AQ)— FU =f (QAQT+p(AQ)AQ = (6— iaC— ic)(Az 牛 iIAy 十 ]Az)》 = 二 
《BAz aAy) + bbAY —aAdt) 十 jeAy 二 5Az 一 


ijLcAz 寺 (aa 十 c)Azj] 十 PCAQ)AQ (1 =37) 
(1) 取 j==ai 十 jB 时 ,对 式 (1 一 37) 的 1 项 进行 分 解 , 并 重复 前 述 的 原则 和 步骤 ,可 得 
Ge = ou - 
A b 9 和 了 By QU, Dz (a 十 c)ax 
Oh ov - 2 二 
Bo Br By De 
Ow 一 9w _ NN 
= cB Sy 3 /ns 
Li=m—msa, L:=—mi, L; =—mspB 
nm =as Ms =b ms 一 5 (1 — 38) 
ni 一 一 (1 二 ?7n3 )ar n» 一 0， ns 一 12 一 《101 ms)B, 
3 3 3 
在 2 三 一 22 一 2 好 一 1 的 条 件 下 ,有 
i=1 i=1 i=] 
msims =0 (1'—- 39) 
27721 7723 ak 一 27217722 8 一 2m2mapB = 0 (1 -40) 
(2) 取 i 王 ov 十 i8, 时 ,对 上 面 的 式 (1 - 37) 进行 分 解 ,并 重复 前 述 的 原则 和 步骤 ,可 得 
op Ms 
32 b 一 ons By 5 让 
(a fp， By b， > (a c)pB, 


。s 37 
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Ox dy Dz 
考虑 到 式 (1 -26), 有 


L 一 1]72 M3Qap L;, =—mi— msp,， Ls =0 


Ws 


ni 三 一 (mi 十 m3)a,， 


Wy ty m2 一 0， 


n> 一 一 《7721 十 m3)B,， 


在 了 Li 一 》Jmi 一 >1m 一 1 的 条 件 下 ,有 


2m2maayp 十 2mimspB, 二 0 
及 


mim3s 一 0 


(3 国王 io 十 jB, 时 ,对 式 (1 - 37) 进行 分 解 ,并 重复 前 述 的 原则 和 步骤 ,可 得 


up UM , a 


一 一 — ==0 
3x -wr 


Ov 一 一 Cr 
二 和 Pp 


3 3 (To 
2 Ow 一 EN 
C3 By Bi 8 一 加 十 动 启 
考虑 到 式 (1 - 26), 即 
Li =m 9 L; =—(m; + maa,), 
Vi dy ms =b, 


121 一 0， 


L; 3 mapB, 


m3 一 (C 


nz = 一 (mi 十 7723 )a。， 
a 3 3 

在 211 = 》 mi 三》 域 = 二 1 的 条 件 下 ,有 
ye i 一 1 i 一 ] 


7721 7723 二 0 
及 


ns =m2 ~— (mi m2 p, 


2m1 7723 = 27771772， ee 27727 m3 二 0 


综 上 所 述 ,在 了 Li = > mi = > =1 的 条 件 下 ,有 


1771 7722 一 M3 一 m2Mms 


生 此 时 ;着 有 主 二 ww 宇 三 记 2 到 =e 故 
Oy Oy Oy 


f= iti 


Sy ‘By “By 
仿照 复 变 阴 数 的 情况 : 


3. f (Q) = 和 活字 0 


对 充分 小 的 | AQ |=| Az 十 iAy 十 jAz | 盖 0, 有 


FFCQ+AQ) 一 CQ) =f (QAQ+ pAQ)AQ, 


limp( AQ) 一 0 
AQ-=0 
其 太 (Q)AQ 一 于 (4 下放 二 


o 


Ths-== 7 


CL = 


CE 


一 友和 


(1 —44) 


(1 ~—45) 


(1 =#6) 


1 三 对 4 


Cl 一 六 已， 
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于 (aAz AT Az 二 TiaAy — BAy ixAy+ ine ibAz 二 eAz) 


由 空 数 j 的 性 质 本 知 ,于 一 j, 故 


太 (Q)AQ=jaAz 十 jpAz 十 cAz 十 jaAy 一 jpAy 十 icAy 十 aAz 十 ipAz 十 jcAz 一 
人 人 下 EAI 二 
将 f(Q)AQ 的 表达 式 代 入 式 (1 - 48) ,就 得 
f(QiAQ) 一 CQ) 一 Az 十 1Az 十 ]A 双 一 aAz 十 cAz 十 1CcAy 十 pAz) 十 j(CaAz 一 pAy 十 cAz) 十 
UJ(COAZ 十 aAy) 十 (ol 十 io 十 jos 只 Az 十 1IAy 十 7Az) (1 —49) 


(1) 当 1 = 十 j8 时 ,对 式 (1-49) 中 的 地 项 进行 分 解 ,并 加 以 整理 ,再 重复 前 述 的 原则 和 


Ou 
3 =cC 二 bai, Dn Dz —Q 

Ov -0 OU _ OU _ 

RE 0 ne 

OX Oy Ox 
Ow _ Ow. Ow _ 
Dx 二 a 十 pk ， Oy 0 十 cp， = C 

考虑 到 式 (1 - 26), 即 

Li 一 13 十 ?zak， 7 


L; =0;, a Fas n» 一 


L; =n 十 Mt， Ws 三 > 二 npB， We 
3 3 3 
在 2)L? 二 2》)mi = 二 2》jn? ==1 的 条 件 下 ,有 
i=】] i 一 1 i== 1 


2nznaar 十 2ninzBe =0 KL =.500 
nin, 一 0 各， -51) 
(2) 当 汪 j==a, 十 ip, 时 ,同样 步骤 可 得 


=c+ ba,, 至 一 aav， St =a 
2 =6p,, et 2 =, 
9 ， 双 _， 
Ox Oy OZ 
考虑 到 式 (1 - 26) ,有 
Li=ns 二 nap, L;=nB,, 工 :一 7 
m=map, mz =ns 二 mpB,, ms=—n; (1 -52) 
nr-=as N=b, na =e 
3 3 3 
的 作 玉 ;省 
i 一 1 i== 1 i=] 
nzns 一 (0 (1 = 53) 
Rins = 0 (1 -54) 
(3) 当 了 二 ia 十 jB, 时 ,同样 步骤 可 得 
ae 
ox Oy Ox 


二 
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ao _ au _ 
Oy Pi Oz 


OU _ 
Br”™ bt 
Ow _ Ow __ OW _ 
3 二 a 十 bB,， By b+ aB,，, 2 
考虑 到 式 (1 - 28), 有 

L) =n;, L, = nza,， L; =n + nzp, 


m=0, 7112 一 73 十 ?iav， ms 一 一 ?2 十 ?18， (1 一 559 
Ni = Os n» 一 0， WG | 
3 3 3 
在 了 1? 二》m? 二 》, 台 二 1 的 条 件 下 ,有 
1 一 1 ti 三] i 三 ] . 
nny 0 (1—-56) 
2nin 5 一 27 nzbB, =0 (1 =57) 
3 3 
综 上 所 述 ,在 > 三 一 》 mi? = D> 二 1 的 条 件 下 ,有 
1 一 ] 1 一 1 
ee (1 —58) 
且 此 时 ,总 有 3 03 be c， 故 
/ ] Ou 十 
| 


以 上 证 明了 知 超 变 函 数 f(Q) = 二 u(x,，y,z) 人 十 jw《(xX,y,z) 在 人 2 内 解析 ,其 必要 
条 件 是 


3 3 | 
汪 一 Dm 一 一 ] 
涝 1 i=] i 一 1 
LiL; =LL;:s=L,Ls=0 (1 = 59) 
mimz 一 1217723 一 717127723 =0 


nin,z 一 11773 一 11z7113 一 0 


i 


LS 1 ay CO 


7Q) -这 es 
显然 ,允许 对 式 (1 - 59) 变化 得 ( 见 附录 2) 
Li 二 m1 十 ni 二 1 
十 mi; 十 n= 二 1 
Ls 十 m3 十 ns 三 1 
LiLs mim; nn =0 
LsLs 十 moms 十 nons 一 0 
1 十 717023 十 7173 一 0 
为 获得 上 式 男 外 的 表达 式 , 从 中 任意 抽出 一 组 联 立方 程 ,例如 : 


.90 。 


当 把 第 一 组 因数 (L) ,IN 9721 ) 当 作 变数 ,其 他 当 作 系数 ,可 以 得 出 
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Li 十 mimi 十 N17 一 ] 
RY 十 mim» 十 nins 二 0 
bbs mims 寺 nn:=0 


[a — ID Na tags 
mi =],n, ss ns 


2 L,» Ns ~— My Ls 


同样 的 方法 ,可 以 得 出 其 余 6 个 关系 式 . 


Li 一 1722723 Nan 
my = Lass — Rs bs 
ni = Lyma 一 His Ls 
Ls = Ns — 1 Ts 
rs = ans — mss 


nz =Lsmi 一 ms 
LL 一 1]I21722 一 7217722 
7723 = 上,ni == Wy La 


ns = Lm, 3 miL,» 


用 式 (1 -26) 代 回 , 即 可 得 到 超 变 函数 的 解析 条 件 . 


由 于 


十 


QU _ Owou Qu Ow 


站 


Le 


Ca 


人 


Cs = 


(== 


CL 


C= = 


人 


@ Pl % 
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iL v(x 十 Az,y 十 AyszZ 十 Az) 一 w(Czyyyz) ] 十 
jLw(z 十 Azyy 十 Ay,z 十 Az) — w(xr,y,z) | = AuiAv 二 jjAw 
且 由 于 x(zyyy,z),zCzyyyz),w(Czyyyz) 在 区 域 2 内 任 一 点 Q=z 十 iy 十 jz 可 微 , 即 


Az = CA 十 oy 上 2 -eAx TesAy Te dz 
OZ Oy Ox 
RE i PE 
OX Oy OZ 
Aw 一 Az 十 2Ay 十 人 Az 十 可 Az 十 ssAy 十 srAz 
OZ Oy Ox 


这 里 ,lime, 一 0(&R 王 1 一 9). 因 此 
AQ-=0 


F(Q+AQ) — f(Q =Az 二 iao+jaw=( 至 十 i 竺 十 j 3]Az 十 CE 


rie lm eas (eT Ws Ay 


(es 十 lee 十 jes ) Az 
又 知 当 f(Q) 在 2 内 任 一 点 Q=z 十 iy 十 jz 满足 推广 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,也 即 式 (1-59) 和 
式 (1-60) 成 立时 ,在 上 式 中 
MO ;9w_ 
-a a 
uo dw 
Be if (Q) 
um oj ow ,1/0 
ee | | 二 1 (QQ) 
于 是 ,有 
f(Q+AQ) 一 CQ) =F(Q)Az 二 ip CQ)Ay 十 jFrQ)Az 十 (es 十 is 十 jsy)Az 十 
(es 十 1 十 jss)Ay 十 (es 十 li 十 1eo)Az 一 


f (Q)AQ+ 《了 十 le 十 jer}Az 征 (e» 十 1E。 二 jes 2AYy 十 
(ss 十 le6 十 Jes ) Az 


于 是 ,有 
PR+AY — HO 一 六 Q) + etie tie) M+ etic +jes) B+ (es + Fy 
因为 
Az Ay Az 
惫 |<1，| 仿 |<1 | 惫 |<i 


当 AQ 一 0 时 ,上 式 右 端 最 后 3 项 都 趋 于 零 , 所 以 
(DO) = 1im LQ+ AQ)— 1) 
Se AQ 


这 就 是 说 , f(Q) ==u《zx yy,z) 十 iv(xyy,z) 十 jw(x,y,z) 在 区 域 Q 内 处 处 可 导 , 因 而 它 在 0 
内 解析 . 
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二 、 关 于 三 维 调和 函数 的 几 个 定理 


由 超 变 函数 的 解析 条 件 ,立即 可 推导 出 三 维 拉 普 拉 斯 方程 . 
定理 1.2 任意 一 个 在 区 域 Q 内 的 单 值 解析 困 数 
f(Q)=ut vjw 
的 实 部 . 虚 部 及 空 部 ,都 是 这 区 域内 的 调和 和男 数 . 
证 明 “对 式 (1-61=-1) 的 两 边 同 时 对 工 求 导 ,得 
-i DOw | Ow Ov ,Ow _ 9， Ow (1 - 62) 


ax’ Brzay OZ ay 3xzaz ”3zaz Oy Oz OOzaey 
对 式 (1 - 61 -4) 两 边 同时 对 y 求 导 , 得 
2 ; a 2 、 2 
Ou_99v .mw Ow 9 Ov Do om 9 也 (] -63) 


By: ayaz ar aray az aray az azr ayoz 
对 式 (1 - 61 一 7) 两 边 同 时 对 zx 求 导 ,得 


Ou dv Bo dw dv BW .Ty (1 ~ 64) 
Oz dzrOz Oy ar ayaz OyOz ar 9y azroz 


将 式 (1-62) 一 式 (1-64) 相 加 ,得 
2 2 2 
本 (1 -65) 


同样 方法 可 得 
Ov ,Ov , Ov 
一 一 十 一 一 二 0 (1—-66) 
O yD 
2 2 a 
有 6 一 全 


定理 1.3 对 于 每 两 个 在 单 连 区 域 Q 内 的 调和 上 果 数 (例如 zx 及 zw) 总 可 以 找 出 另 一 个 调和 
四 数 ( 例 如 记 ). 
证 明 ”因为 
一 2 Ow 1]、 Ow 
dw = Se dz 
所 以 
wr,y,z) =| de dy ee 二 
将 式 (1-61-3). 式 (1-61-6)、 式 (1-61-9) 代 入 ,得 


wlz,y,z) =| de 二 人 


Zr oxox 
第 三 市。 几 个 初等 函数 的 解析 性 
一 、f(Q) = 二 0"(n 为 正 整 数 ) 的 解析 性 


事实 上 ,只 需 研究 f(Q) = 二 Q 及 f(Q) =Q 的 解析 性 ,再 运用 乘积 的 求 导 法 则 和 数学 归纳 


® 2 
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法 , 即 可 证 明 f(Q) = 二 Q&" 的 解析 性 . 
1. f(Q) 二 Q 的 解析 性 
f(Q) =Q=z 二 +iy 十 jz, 其 中 二 Xz;vV=y,w = 二 =z 
显然 ,u,v,w 满足 推广 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 故 知 ,f(Q) = 二 Q 在 全 空间 是 解析 的 , 且 有 
f= ti 
2. f(Q) 二 Q 的 解析 性 
f(Q)=Q =(z+iy+i+jz): =z —y ++i2ryt+j2zz 十 j2yz i+) 
由 性 质 1 二) 得 
f(Q)=Q =z Cy ++i2ry 十 j(2zxz 十 z’) 十 1j2yz (1.= 69) 
现在 ,对 1 项 进行 分 解 ,有 
(1) 当 j= 二 a 十 jB 时 ,ai 十 记 = 二 1, 则 有 


GQ 一 (了 CC— YY or2y) Tiry +j(222 二 十 所 2y2) (1 -70) 
此 时 U=7x CO—y Ta2y ,v=27ry ,w=27rz tz B22yz 
过 
二 = 一 9 
a 
一 3 ma 一 闻 ， ma = (1-71) 
,a oo ,ow 
8z ~ 8z ” Bz 
则 由 式 (1 -70) 及 式 (1 -71), 有 
Li ”ar 区 Ls jx 2ys 下 DZ 2 之 
可 得 
We i ts 
9y 
i 
Ow a 
ms 三 一 一 二 zz 王 有 0L 
A CL.— 2 
nl = 学 一 ak2y 一 ak 
i 
”Oz 


ns 三 2ZX 十 2z 十 B2y 二 Li 十 Ls 十 BL， 
显然 式 (1 -72) 完全 同 于 原始 部 分 解析 条 件 式 (1 -30) ,并 且 


(Q:) 一 宇 十 i 包 十 j 包 一 2z 十 i2y 十 j2z 一 2Q 
Ox Ox OZ 
(2) 当 玫 三 十 ivaz 十 记 三 4. 
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式 (1 -69) 成 为 
OY = Yow2m) Fi(2ry D2y) 十 和 222 十 ) (1 =737 
此 时 ,有 
2 一 2 —y Ta2y, v=27yTB2y, 也 一 2zz 十 Z 
a _o ow 
了 二 ey Ls a 2y， ' ns 2z 
有 一 
m; = 一 2z 十 B2z 一 Li 十 BiL， 
m0 
(1 一 二) 
ni et 
QU 
7172 3z 一 久 27 
ee 十 Ls 
OZ 


显然 , 式 (1 - 74) 完全 同 于 原始 部 分 解析 条 件 式 (1 -27) ,并 且 仍 可 导出 (Q&) =2Q&. 

(3) 当 1j==iay 才 jpB, 时 ,ay 十 B= 二 1. 

仿 上 面 的 步骤 ,又 可 得 出 与 原始 部 分 解析 也 数 条 件 (1 - 33) 完全 相同 的 结果 , 且 此 时 仍然 
有 (Q ) =2Q. 

综 上 可 以 得 出 ,f(Q) = 二 Q&(n 为 正 整数 ) 在 全 空间 2 内 是 解析 的 ,并 且 (Q") = 二 =nQ"'. 


二 、 指 数 函 数 :f{Q) 王 e 
规定 
Q ，Q C 
he En 


已 经 证 明了 f(Q) 二 Q"(n 为 正 整 数 ) 在 全 空间 内 解析 且 有 (Q") ==nQ™"' .根据 一 致 收敛 性 
定理 ,e” 在 全 空间 内 是 解析 的 ,并 且 


2 n 
(69) 二 1 十 时 十 全 -十 “十 全 十 二 69 (1 -75) 


三 三角 函数 :f(Q) = 二 sin0， f(0) = 二 cos0 


规定 
.2 ls ,i i hk 
sinQ=Q 31 i Ck 1) 二 (k=] 28°) (1—76) 
a Ee S 
同样 的 道理 可 知 ,sinQ,cosQ 在 全 空间 内 解析 且 有 
(sinQ) =cosQ, (cosQ) = 一 sinQ (1 一 78) 
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四 、 双 曲 函 数 :J(O) =sinhO， f(Q) = 王 coshO 


规定 
ee 一 ee Q Q 
sinhQ = a 
coshQ 一 后 证 一 一 1 十 人 -十 + 
同样 的 道理 可 知 ,sinhQ,coshQ 在 全 空间 内 解析 且 有 


(sinhQ) =coshQ, (coshQ) = sinhQ (1 -79) 
五 、 对 数 函 数 :f(Q) = 二 In (1 十 O) 
在 不 包含 Q= 一 1 的 球 内 ,规定 


本 QQ i wow 一 一 n 人 tt 
In (1 十 Q)=Q Ty ee hd ek A C1 = 30) 
同样 的 道理 ,对 数 函 数 ln (1 十 Q) 在 该 球 内 解析 ,并 且 有 
#4d 
Cs CL 40) 一 村 者 一 


[质问 2: 超 复数 乘法 的 算 律 是 什么 ? 
回答 :我 们 曾经 说 过 , 超 复 数 的 乘积 可 以 不 存在 ;两 超 复数 的 乘积 存在 时 也 不 唯一 . 这 是 


超 复数 系 有 别 于 实数 域 和 复数 域 的 主要 特征 ;更 有 别 于 群 、 环 等 概念 ,因为 群 论 不 过 是 嫁接 
于 加 法 及 乘法 运算 上 的 理论 . 现在 要 提出 一 个 问题 : 超 复数 的 乘法 的 算 律 是 什么 ? 很 易 


(1) 加 法 满足 交换 律 和 结合 律 . 
(2) 按 魏 尔 斯 特 拉 斯 命题 的 等 价 命 题 : "一 个 代数 系 如 果 不 是 实数 的 代数 和 复数 的 代 


数 , 就 不 服从 乘积 定律 ”; 这 个 命题 不 否定 魏 尔 斯 特 拉 斯 原 命题 的 两 前 题 之 二 (乘法 满足 交换 
律 ). 故 三 元 超 复数 满足 乘法 交换 律 . 


则 


(3) 超 复数 乘法 满足 结合 律 ,对 此 事 ,是 需要 给 出 检验 的 . 
检验 : 超 复数 乘法 满足 结合 律 
为 此 设 w 王 al 十 is 十 jas， 8 王 b 十 1 十 jp ， c 王 cl 十 ic 十 jca， 
(1) 先 计 算 a(bc). 
bc 一 (cl 十 ics 十 jcs)(o 十 1 十 jb3) = 
(bici — Bscz) At i101cs 十 bc 十 Jocas tT baci + 66063) 二 Bcs 二 bsc,) 


a(bc)=(ail 二 iazs 二 jas)[L (bici 一 bcz) 十 1C0ics 十 pc) 十 j(Coics 十 bc 十 bscs) 十 
ij(bzcs 十 53cz)] 一 
(aibici —aibscs — asbics — asbsc1) TiC(aibics 十 CTpxci + asbici 一 Czbzcz) 十 
](alpics 十 aipascl 十 aip5cs 十 aspicl CO— asbzcs 十 asbics 十 asbici 十 a3bscs 一 
azbzcs — azbac2) 十 (Caibzcs 二 aibscz 十 aspics 二 asb2ci 十 azbics 十 azpsci 十 
azbacs 十 a3b2zc3 十 a3b3c;) 
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则 


即 超 复数 乘法 遵守 结合 律 . 
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[ 注 ] 这 里 应 用 了 j 三] 的 性 质 . 

(2) 再 计算 (ob)c. 

ab 一 (ai 十 ja 十 jayDCOi Tio 十 jp = 
(aibi 一 azpz) 十 1Cpias 十 pa) 十 1(Cbas 十 ba 十 bas) 十 DCpzas 十 6b3as) 


(ap)c 一 [(aipi 一 ap) 十 ioas 十 bai) 十 j(Coas 十 Da 十 1 站 as) 十 (pas 十 b3as) | 
(cl 十 lcz 十 ca37) 一 
《aip00 一 Cpci — aibocs — asbr1cs) 二 1(a1bsci 十 azpicl 十 2ipicy — azbscs) 十 
i(aibsci 二 asbici 十 aspseci 十 atcs 一 azpocs TT aibscs t+ asbicsasbscs 一 zzpscz 一 
aspbzcz ) 十 (azbaci 十 aspzcl 十 alipscz 十 aspics 十 aspbscz 十 azpscs 十 aspzcs 十 
aibzcs + asb1c3) 

[ 注 ] 这 里 也 只 应 用 了 J? 二] 的 性 质 . 

可 见 

(ab)c =a(lbc) 


se IT 。 


第 一 革 超 变 是 数论 与 场 论 的 关系 


内 容 提要 本章 研究 超 变 函 数论 与 场 论 的 关系 . 人 们 由 此 可 以 发 现 , 只 有 超 变 函数 论 所 建 
立 的 理论 ,又 在 引入 副 冲 量度 vdbi4 后 ,才能 解决 困扰 物理 学 的 三 维 流 盟 数 的 表达 式 . 更 重要 
的 是 ,笔者 在 此 给 物理 学 提供 了 向 量 场 的 除了 势 郴 数 . 流 函数 外 的 一 个 新 的 函数 一 一 副 冲 量 
男 数 . 

向 量 场 的 这 3 个 函数 恰好 满足 推广 了 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 这 无 疑 会 为 物理 学 的 发 展 提供 强 
有 力 的 数学 工具 . 

此 外 ,笔者 预言 :电磁 场 的 麦克 斯 韦 方程 组 有 待 完善 ,很 可 能 在 引入 副 冲 量度 vdbi4 后 , 光 
的 波动 性 和 粒子 性 才能 得 到 统一 的 解释 . 


引 


复 变 因 数 论 完 美 地 解决 了 平面 向 量 场 的 有 关 理 论 . 但 是 ,对 空间 三 维 回 量 场 的 研究 ,理论 
上 并 不 完备 ,其 主要 原因 是 数学 工具 的 不 足 . 
超 变 函数 论 的 诞生 ,完善 了 三 维 向 量 场 的 理论 . 
在 这 里 ,至 关 重 要 的 是 副 冲 量度 的 引出 . 由 副 冲 量度 又 引出 一 个 函数 一 一 副 冲 量 旺 数 . 当 
给 出 副 冲 量 函 数 的 解析 表达 式 后 ,再 由 超 变 函数 的 推广 的 柯 西 - 歼 曼 条 件 , 才 能 得 出 三 维 流 限 
数 的 解析 表达 式 . 
本 章 将 首先 回忆 复 变 函数 论 与 平面 向 量 场 的 联系 ,然后 分 析 三 维 向 量 场 在 理论 上 的 缺陷 . 
最 后 应 用 超 变 函数 的 理论 来 克服 这 些 缺 陷 , 从 而 使 人 们 看 到 , 超 变 函数 论 在 实践 应 用 上 的 重大 
意义 一 一 三 维 疝 量 场 的 理论 在 超 变 函 数论 中 将 达到 完美 的 程度 . 
本 章 将 引用 第 一 章 的 一 些 结果 . 
(1) 虚 单 位 i 与 空 单位 j 之 积 有 3 种 分 解 方式 : 
j=ai 十 jB:， at 十 Bi = 二 1 
j= 二 as 十 jB,， as 十 Bs = 二 1 人 
jas 十 讼 ， 上 3 十 也 一 1 


zk 


(2) 超 变 函数 : 
f(Q) =uU(x 多 ?之 ) 十 10( 序 YZ) TJ » Ys») 
的 解析 条 件 是 


uu_Wow WwW WW_ WU Uw ow Ud aa 7) 


(3) 原始 综合 解析 条 件 ( 由 此 才 导 出 (2 - 2)): 
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这 3 3 

Dp 

i=] i 三 1 i 二 ] 

fa Ls = ks =L 上 Ls 二 0 (2 一 3) 
mim;z 一 7721 7223 一 77227723 一 0 

ninz 一 1173 一 7z73 一 0 


(4) 在 “ 超 变 函数 的 4 个 等 价 命题 ”中 ,我 们 已 经 证 明了 在 区 域 2 内 的 解析 盟 数 ,具有 任何 
阶 的 导数 . 所以, 其实 部 、 虚 部 、 空 部 都 有 连续 的 二 阶 偏 导 数 . 对 此 ,在 今后 的 叙述 中 就 不 再 缆 
述 了 . 


第 一 节 复 变 函数 论 与 平面 向 量 场 的 关系 的 回顾 


设 有 平面 向 量 场 (例如 速度 场 )v 一 vi 十 vj ; 则 穿 过 场 中 曲线 AB 的 通 量 及 沿 着 AB 的 环 量 
分 别 为 
N= |v.dy — vdz 
= 
r= |v.dz 十 vydy 


当 AB 是 区 域 D 内 简单 闭 曲 线 C 时 ,由 场 论 第 一 公式 ,有 


N -和 .一 wdz ee 本 
《2 — 5) 
"二 j， dz 十 v,dy 一 
其 中 ,D 是 D 中 一 个 子 区 域 . 
当 D' 收缩 到 平面 一 点 PCz,y) 时 ,得 出 该 点 处 的 散 度 为 
divy 一 局 os 十 (站 天 人) 
9y 
及 旋 度 
es (= 74) 


第 二 节 空间 疝 量 场 在 理论 上 的 缺陷 
对 一 般 问 量 场 A= 二 P(rz,y,z)i 十 Q(z,y,z)j 十 R(xz,y,z)k, 我 们 可 以 从 3 方面 来 说 明 空间 
向 量 场 在 理论 上 的 不 完善 性 . 
(1) 目前 人 们 关于 空间 向 量 场 4 的 研究 仅仅 依靠 线 积分 |A， rdL 和 曲面 积分 ||A ,ndS, 同 


EE 


时 仅仅 使 用 着 与 上 面 两 个 积分 相应 的 rota 和 divA. 显然 ,缺少 关于 ||4 . BdV 这 样 的 积分 ,其 
中 p==tXn. 


“ D0 
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(2) 缺少 三 维 流 图 数 的 解析 表达 式 . 对 空间 无 旋 问 量 场 ,其 势 阴 数 很 容易 获取 , 即 对 空间 
回 量 场 
人 叉 一 了 (zy yz) 直 十 QQ(GzyyiZz) 十 八 (ZyyyZ)K 《2=8) 


由 数学 分 析 知 道 ， 曲线 积分 | Pdz + Qdy 十 Rdz 与 路 径 无 关 的 条 件 是 


Ta De 
rot4 一 (3 机 人 地 人 3 
由 此 易 得 三 维 势 曙 数 
| Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy (2 -9) 


由 数学 分 析 知 道 : 没 n 是 空间 单 连通 区 域 ， PCzr,y,z),Q(X,y,z),R(z,y,z) 在 2 内 具有 
一 阶 连 续 偶 导数 , 则 曲面 积分 


| ed + ded 


在 2 内 与 所 取 曲 面 无 关 , 而 只 取决 于 曲面 >， 的 边界 曲线 的 充 要 条 件 是 在 Q 内 恒 有 
rp R 
wh 
但 是 ,人 们 并 没 能 够 由 此 结论 得 出 三 维 流 函 数 V(zx,y,z) 的 解析 表达 式 . 
(3) 在 三 维 向 量 场 中 除 势 函 数 w 和 流 函 数 v 理应 存在 另外 一 个 函数 ww, 今 后 将 称 其 为 副 冲 
量 函 数 , 但 是 至 今 这 个 函数 并 未 被 研究 . 
造成 “ 场 论 ”的 上 述 缺 陷 的 根本 原因 是 人 们 忽视 了 积 


||4 :Bav (2 = 11) 
0 


(2 = 10) 


这 里 
A=P(z,y,2iT Q(Tyys2)j + R(T,Yy,2ZKk= Pi 二 + Rk 
PB 为 副 法 线 方向 的 单位 向 量 , 有 与 切线 方向 的 单位 向 量 * 及 法 线 方向 单位 向量 n 的 关系 是 
以 右手 法 则 按 图 2- 1 确定 的 . 
7 为 空间 曲线 LL 某 点 处 的 切线 方 同 的 单位 问 量 ;5 是 张 


在 曲线 L 上 的 光滑 的 有 向 曲面 ,5 的 外 侧 法 线 单位 向 量 为 Z 
1! 二 TXn 
因为 + 与 4 不 垂直 ;所 以 忆 不 是 单位 向 量 , 则 取 wo 
a TB (3 — 12) 
从 而 使 让 为 副 法 线 方向 的 单位 向 量 . 4 


首先 来 说 明 上 面 所 给 积分 的 物理 意义 . 

当 A(M) 表 空 间 的 流速 场 时 , 设 流 体 密 度 y 王 1, 则 体 元 dV = 二 dm(dm 代表 体 元 dV 中 的 流 
体质 量 元 ). 

现 设 AV,(i= 二 1,2,…,n) 是 空间 0 的 一 个 任意 分 割 , 则 A(M;)p;AV; 就 表示 质量 为 AV;(= 
Am;) 的 流体 在 p; 方向 的 冲 量 , 记 为 
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AH. =A(M.,)BPAV. (2 = Loy sR) (Zz = 13) 
总 冲 量 为 
H = Sy 
i=1 
[AV; | —>0 ,= 
右 该 极限 存在 , 则 记 为 
H=||aWpav (2 -14) 
0 


于 是 可 知 , 对 流速 场 而 言 ,||4 . pdV 表示 0 中 的 流体 在 副 法 线 B 方向 上 的 冲 量 . 


其 次 ,来 讨论 一 下 这 个 积分 将 引出 一 个 什么 类 型 的 体积 分 . 为 此 需 进 一 步 对 式 (2 - 13) 进 
行 演变 . 

如 图 2-2 所 示 是 从 2 中 取出 的 一 个 分 割 -AV;,L; 是 
AV; 界面 AS; 上 的 一 条 封闭 曲线 . 

在 0Q 是 单 连通 的 和 A(M;) 是 连续 的 前 提 下 ,只 要 AV， 
的 直径 很 小 , 就 可 以 用 AV; 内 任 一 点 M,(6 75.) 的 
流速 : 

二 上 
代替 AV; 内 各 点 的 流速 ;以 点 Mi (6 ,7 5) 向 AV; 的 界面 
AS; 所 引 的 单位 法 回 量 m; 一 cosaii 十 cosB,j 十 cosyK 代替 
AS; 上 任 一 点 的 单位 法 向 量 ; 以 点 Mi (6,7 5 ) 可 代替 工 ， 
的 任 一 小 弧 段 AL; 上 的 点 ,其 切 向 单位 问 量 为 

Tt! = coOsaii+ cosB.j 十 cosy.k 
由 上 述 n; 与 75, 的 意义 可 知 


一 AZii | AYi; | Azi 
We a 


T 
图 2-2 冲 量 计 算 示 意图 


_ AYy;Azi, 从 区 :多 无 : 。 AZiAy 


二 
i j k 
AZ， Ay，i 2 
5 一 T, Xn;=| AL 太志， AL， |= 
AYiAzZi; AziAZx;  AziAy， 
AS: AS, AS, 
[ (AxiAy? — AxiAzxt)i + (AyiAzt — Ay:Az?)j + (AxiAz? — AxAy Kk] crs 


因为 ni 与 +, 不 一 定 垂直 ,所 以 p, 不 是 单位 向 量 . 为 此 令 + ,使 为 副 法 线 单位 
向 量 ,其 中 | p | 为 向 量 p 的 模 , 则 
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1 

hb. Tp TP Ee 
[ax 一 Aziaz 十 (yz — AyAri)j 二 (AriAri — AzAy Dk | 
:en 
| Pp | AL.,AS, 

于 是 总 冲 量 为 


H 2 2)AH;= > [P(E, ,5,) (AxiAy? — AxriAz?) + QE ,nC.) (AyiAz? — AyiAr?) + 
1 一 1 1 一 ] 


R (6 7) (AziArz: tA | (2 -15) 
1 


当 AV;(i 二 1,2,…,n) 中 的 最 大 直径 人 = AV; | 一 0 时 ,者 式 (2-15) 的 极限 存在 , 则 记 为 
HH ~lim 2y LP (&, sb CATiAY — AziAzi) + QE, smb,) CAysAzi 一 人 yiAzz) 十 
一 0 i=] 


AV. 
R SW 9 .L, 1 Se 1 ee 


EPcaray’ 一 dzdz ) 十 Q(Cdydz — dydzx’)++ R(dzdz’ — dzdy’)| 
0 
重新 组 合 可 得 


dV 
|p; | dLds 


dV 
| 8 | dLdS 


2 = .18 


外 。 pdv=||[(Qdz—Ray)dydz+ (Rdz 一 Pdz)dzdz 十 (Pdy 一 Qdz)dzdyj 
0 n 


以 上 所 述 , 实 际 上 也 就 给 出 ra . pdV 的 定义 ,不 再 次 述 . 


当 给 出 了 有 A， pdvV 的 意义 后 ,就 可 以 列 出 解 关于 三 维 向 量 场 的 全 部 理论 ( 见 表 2 - 1)， 
表 2-1 三 维 向 量 场 的 完备 内 容 


积分 形式 


中 eu: 一 下 dy)dydz 


n 


引出 的 积分 类 型 |Qay | Raz — Pdz)dzdzx 


n 


Rdz | pay ~— Qa drdy 
L nn 
J Kk 
微分 形式 si wdbiAe= LF ) 
有 人” 
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续 表 


斯 托 克 斯 公式 
\ FE 。 BdV = ! dw 
相应 的 定理 入 。TdL = || ouads , ” WE 
ei | 生 数 流 函 数 副 冲 量 函 数 
本 “一 上- Pdz 十 Qdy 十 和 dz Uv 三 ? YU 一? 


由 这 张 表 可 以 明确 地 看 出 ,三 维 空间 向 量 场 的 理论 是 不 完善 的 . 因为 截至 到 目前 , 尚 有 4 
个 “2” 号 所 标示 的 课题 需要 解决 . 
本 书 将 对 表 2 - 14 的 融 有 “? ”号 的 问题 给 出 相应 的 结果 . 
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在 这 一 段 的 论述 中 ,我 们 将 解决 超 复 势 的 存在 性 问题 . 如 果 说 ,上 述 的 有 关 三 维 向 量 场 的 
对 照 表 属于 类 比 推理 的 结果 的 话 , 那 么 当 论 证 了 超 复 势 的 存在 性 之 后 , 副 冲 量 函 数 w 就 是 客 
观 存在 的 ,引出 副 冲 量 消 数 的 积分 


中 4 . pdV 
也 将 是 必要 的 、 客 观 的 事情 了 . 


一 \ 共 斩 超 复数 


定义 2.1 设 有 超 复 数 Q@==a 十 这 十 jc,; 则 称 Q=a 一 让 一 jc 为 超 复数 Q 的 共 斩 超 复数 . 

[ 注 ] 当 c 王 0 时 ,Q 就 是 普通 的 复数 ,因而 共 罗 超 复数 的 形式 只 能 有 两 种 情况 , 即 Q 王 4 一 
ib 一 jc 和 Q 二 a 一 ib 十 jc. 本 章 使 用 共 罗 超 复数 ,主要 是 为 证 明 超 复 势 的 存在 性 ,而 且 使 用 上 述 两 
种 形式 的 解释 是 一 致 的 . 


二 、 超 复 势 的 存在 性 


一 个 空间 向 量 场 : 
A=A,(z,yz)i 二 A,(rz,yy 2z)j 十 A.(z,y,Z)k= 二 Ai 十 A,i 十 AK, 它 的 超 变 因数 形式 为 
A=A, 二 1A, 十 jA.， 
其 中 i 为 虚数 单位 ;j 为 空 数 单位 . 
我 们 可 以 证 明 与 复 变 函数 论 中 定理 完全 类 似 的 定理 . 
定理 2.1 设 在 空间 单 连 域 Q 内 有 问 量 场 A= 二 A, 十 iA, 十 jA., 则 在 QQ 内 存在 一 个 超 复 势 : 
f(Q)=ulryyz) iv (Ty) 二 jw(ry yz) =u 二 i 十 jw 
使 f (Q)=A,+iA,+jiA, 
[ 注 j 证 明定 理 2.1 的 主题 时 要 说 清楚 ,存在 一 个 超 变 函数 f(Q) 二 u 十 记 十 jw, 当 要 求 
矿 (Q) =A, 十 iA, 十 jA: 时 ,这 个 函数 F(Q) 是 解析 的 . 


和 江 
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证 明 定理 条 件 的 设 定 , 实 际 上 是 认定 三 (CQ) 一 x 十 ip 十 j 凶 在 点 (zy,y,z) 处 可 导 . 故 由 参 
考 文献 [2] 知 ,f(Q) 有 3 种 表达 式 : 


FT 


ee i 


9y 
WE 
ed) 


要 证 明 的 是 , 当 要 求 CQ) = 二 A, 十 iA, 十 jA; 时 ,f(Q) ==u 十 iv 十 jw 在 Q 内 是 解析 的 . 
(1) 取 


Poy i 
Ox oe Ox 
yz De .BB .dw 
| pg hs ee es 
则 1 《0 Ox “全 Tx 
当 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA,, 有 
ok 
Sz A, 
0 
一 (2 -17) 
Cw 
OX A, 
(2) 取 
/ ll/oau ;9 ;9w 
a | 二 
即 
p. Bo ,au .dw 
了 人 
1) 当当 =ai 十 jp 时 (ait 十 Bt = 二 1), 则 
ens NN 
Ld >) Oy IB ay 
7 o_ow) ;92 Ow 
广 (Q) = (5 me 3 
当 要 求 f(Q) = 二 A, 十 iA, 十 jA., 则 有 
2 DO 
Oy “ay 
Ou 
A, (2 — 18) 
Ow _ 
Pr 3y A. 
2) 当 1 三 ia 十 j8, 时 (as 十 Bs 二 1), 则 
ro 二 之 :i OW) _;, 9w 


在 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA, 时 ,同样 有 


so Wd: a 
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By “人 Gy Oy 9y 
在 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA, 时 ,有 
De 
By Qp Oy A | 
Ou Ow __ 
攻 Th, Ay ) 
0=A., 


(3) 取 


由 于 i 及 二 二 1( 或 ==j), 可 有 


ye ra 
FA | 


(三 


(2 = 20» 


我 们 只 应 用 PCQ) 一 2 十 访 S 十 j 2 来 论述 (笔者 演算 过 , 按 上 面 的 PCQ) 的 第 二 种 形式 ， 


能 得 出 同样 的 结论 ) : 
1) 当 首 三 as 十 jB 时 (af 十 度 二 1), 则 
Ps Es ta)+ti | 0 十 j[( 译 十 入 
在 要 求 f(Q) =A, 十 1A, 十 jA, 条件 下 ,有 


Ow 9v _ 

OZ ta OZ 4 | 
0=A; 

Ou 0 _ 

3z 1 P: 3z A 


2) 当 j 二 iag 十 jBs 时 (a 十 局 = 二 1), 则 
/ i 9v 
ee i 
在 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA. 条 件 下 ,有 


(2 =21) 


(@ = 2 


es。 35 。 
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3) 当 ij==ay 十, 时 《a5 十 ==1), 则 
/ 1 
FQ) = (于 i 3 i 
在 要 求 f(Q) ==A, 十 iA, 十 jA。 条 件 下 ,有 


Ow Sv 
Bw "A A 
ww 0 _ 
Br 3 和 一 人 (2 = 28) 
_Qu_ 
Ox i 
现在 综合 考虑 上 述 的 结果 ,仍然 使 用 下 面 的 记号 ,有 
ou 一 ov Ow _ 
Dr 下 = 一 ， ax L; 
i 人 Se = (2 — 24) 
OM 3 Ow 一 ， 
Be Re 
由 式 (2 -17) 和 式 (2 -18) ,可 得 
ep § DL = Di = 背 
一 了 > = (C2 
Ls =— Bims amzms =0 
由 式 (2 -17) 和 式 (2-19) ,可 得 
3 | 
Li =m; a2+p2 =1 夺 一 >.m 二 1s 有 
了 一 一 (7 十 as ) > xe] (2— 26) 
L; =—Boms aomims 一 和 
由 式 《2 -17》 和 式 (28 =20》 ;可 得 
| 
Li = — Oyms J $ DL = om 一 1， 有 
Xp i== 1] 
L, =— (mi 十 Bpm3) = a pm 2 m3 十 Bomims 二 (2Z=27) 
Ls=0 Trbs = Ebs =0 


由 式 (2 -25) 一 式 (2-27), 可 得 
1722 71723 =mims 一 (0 


因为 m; 不 可 以 为 零 , 否 则 的 3 种 分 解 方式 就 失去 意义 ;问题 就 退化 到 平面 场 了 ,所 以 只 
能 是 


7721 Mm, 一 0 


故 有 


mim; =m2m3s 一 .71217723 =0 (Z— 28) 


由 式 42-172 和 式 (23=- 21)) 可 每 
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| 7 令 》L; 一 .27 三 1 有 

ATPA 一 i i 

Ls 二 0 一 > 到 (2 一 29) 
| QnN 2 NN3 = 二 和 
L; 一 7 十 Binz 


汕 息 (2 二 17) 一 起 忆 =-22)5 可 得 


Li = ; 
| =- eh 
一 > 


日 La ds bs 二 0 


了 =ans 4 i=1 (2 = 3830) 
L; 一 7 十 Bne snzns 一 0 
由 式 (2 一 17) 和 式 (2 -23), 可 得 
. 0 > 一 Si 二 1 有 
L, = Bon? -> en i=1 (2 31 
L; =n ap712713 一 0 
由 式 (2 一 29) 一 了 式 (2=-31)5 可 得 
nins 二 non3 一 0 
同样 的 道理 ,n; 天 0, 否则 ij 就 失去 了 3 种 分 解 方式 的 差异 ,只 能 是 
ninsa 一 0 
故 有 
nns = Hi Ny = NN (2 = 32) 
又 由 式 (2 一 27) . 式 (2 一 29) 有 
LiL,=L,L;=LiL;=0 一 


综 上 所 述 ,在 》1L? = SS 一 > 二 1 的 条 件 下 , 式 (2 -28) ~ 一式 (2-33) 同时 成 立 . 


于 是 ,在 要 求 f(Q) ==A, 十 iA, 十 jA. 时 ,可 以 有 可 导 的 超 变 函数 f(Q) = 二 u 十 iv 十 jw 满足 
原始 综合 解析 条 件 


3 


3 3 
之 = jm? == pi = 1] 
i=] 1 i=] 


Lils =Lbs ELe=0 
mimz 一 1101 1123 =m2ma =0 
nn 一 711713 =n.ns 一 (0 
故 知 ,f(Q) 在 2 内 是 解析 的 . 
因此 , 超 复 势 的 实 部 和 虚 部 v 仍然 是 三 维 向 量 场 的 势 函 数 和 流 函 数 .新 出 现 的 空 部 多 就 
是 副 冲 量 函 数 . 于 是 有 以 下 定义 : 
定义 2.2 如果 空间 域 2 内 的 解析 函数 f(Q) =x 十 ip 十 jw 的 实 部 、 虚 部 、 空 部 分 别 对 应 0 
内 的 向 量 场 A== A, 十 iA, 十 jA。 的 势 函 数 流 函 数 、 副 冲 量 函 数 , 则 称 这 个 解析 函数 为 2 内 的 超 复 势 . 
[质问 1] 当 取 共 斩 超 复数 Q=a 一 记 一 jc 和 Q = 一 边 十 jc 时 ,定理 2.1 成立 吗 ? 
回答 : 见 附 录 3. 
定义 2. 2 实际 上 证 明了 对 三 维 向 量 场 而 言 客 观 上 存在 着 一 个 新 的 函数 即 副 冲 量 函 数 . 如 
此 , 超 复 势 把 解析 函数 与 向 量 场 密切 联系 起 来 了 ,这 具有 重大 意义 . 


® Hi 


超 变 函 数论 基础 
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一 、 场 论 定 理 


定理 2.2 设 空间 闭 区 域 Q 是 由 分 片 光滑 的 闭 曲 面 所 围 成 的 ,又 设 工 为 分 段 光滑 的 空间 
区 域 2 的 界面 上 的 一 条 闭 曲 线 ,L 的 正 癌 与 3 的 侧 符 合 右 手法 则 , 其 中 P(z,y,z)， 
Q(zr,y,z),R(z,y,z) 在 包含 曲面 三 在 内 的 空间 区 域 2 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 对 0 内 的 癌 
量 场 A= 二 Pi 十 QI 十 Rk 有 


ry OOvR_ 有 了 EE 
asav = (ae P) 十 总 CR P)|coso- 二 | 雹 CR Q + 忆 (P Q) | cos + 


Ee ey cosy, | du (2 - 34) 
Ox Oy 


其 中 ,do 为 四 维 空间 的 “ 体 元 ”;cosa dw 为 dw 在 yOz 平面 上 的 投影 ;cosB,dw 为 dw 在 zOz 平 
面 上 的 投影 ;cosy。do 为 dw 在 TOy 平面 上 的 投影 . 
证 明 由 式 (2 -6)( 其 相关 概念 仍 如 式 (2-6) 所 述 及 的 ) ,有 


由 ， pdv 一 | [(Qdz— Rdy)dydz++ (Rdz — Pdz)dzdz 十 4Pdy 一 QQdz)dzdy | Ti | ds i 
1 
n 0 


首先 ,计算 


dV 
(Qae ~ Rayydyde TT ords 
为 此 , 令 
aP1, | 
az T=Qdz Rdy (Z = 35) 
则 
dV 3P， (Pe 
Qae ~ Ray dyde TFT gsar - i Ell avd a ls dV) 人 sr 
由 定理 所 设 条 件 知 ,可 应 用 高 斯 定理 ， 从 而 得 出 
PS _ 
| Sav = 由 Pdydz (2 -36) 
6 > 
现 计 算 Pi: 


六 要 4 -ou -mu 


设 图 2-3 中 5 上 的 闭 曲 线 L = 二 Li 十 L;, 而 Li 或 L; 在 zx 轴 上 的 投影 区 间 为 Lx ,zij, 现 在 
来 计算 P, 在 [zx。 je 上 的 值 , 即 


下 各 -ee 


[ 注 ] 此 式 中 Q(z,y,z) 二 Q(x,y(T),z(X));3R(zX,y,z) 二 R(X,y(T),z《(X)), 但 为 了 表达 
简单 ,不 再 如 此 表示 了 . 
因为 
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P， =| Qidz— Rady 2 mn 人 
2 ro dx” 十 dy 十 dz 


员 (Qdz 一 Rdy) V1 十 yY (zy 十 zz) sd 
又 由 


”1 oP ee 到 
b a -| Qdz 一 下 dy 
可 见 ,Qdz 一 Rdy 中 隐 含 一 个 因子 dx. 所 以 ,由 对 弧 长 的 曲线 积分 计算 法 可 得 
人 (Qdz 一 Rdy) VIT yr) te) 一 | (Qdz 一 Rdy)dL 


1 


请 注意 ,上 面 曲线 积分 的 被 积 式 Qdz 一 Rdy 中 原来 的 隐 含 因子 dz 此 时 已 消失 , 故 


p=| 《Qdz 一 Rdy)dL 9 一 | Cd 
k, EE 
同 理 , 又 有 
P, 一 | Qdz 一 Rdy 一 | Come dd 
0 入 
故而 Pp; = 广 |(Qdz — Rdy)dz (2 — 37) 


L 


其 中 ,也 和 L, 如 图 8 所 示 ,L = by 


~ 


图 2-3 场 论 第 三 定理 示意 图 
将 式 (2 -37) 代入 式 (2 -35) 式 , 并 考虑 到 式 (2-36) ,可 得 
dV dV 
Qa Raydydw Ty- as 由 Pad 


dV 
Bas: Rdy)drdydz， 21p, | rT 


(dV)’ 
时 ao Rdy) Tp T ards (2 — 38) 


又 据 定 理 2.2 的 条 件 , 可 以 应 用 斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 得 出 
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Yad — Rdy ll 2 ) dydz — 缀 dzdz 一 Eardy 


故 有 
| (Qdz— Rdy)dydz 
0 


dV) 
a Rdy) 7 2 站 [一 


|(® 2 ) dydz — Rdzdz — Rardy 


31 


| 1 


(dV): 
1 本 (2 -39) 


这 里 要 说 及 的 是 斯 托 克 斯 公式 中 ,仅仅 要 求 以 L 为 边界 的 曲面 3, 其 侧 与 的 正 问 符合 右 
手法 则 即 可 ,因而 3, 可 以 是 另外 的 曲面 也 可 以 就 是 2 的 界面 3 的 一 部 分 . 


当 设 全 dy 一 及 dx 一 Pdzy 同样 方 寺 可 得 


(dV)? 
ea Pdz) dzdzx 1 | dards dLds 
”BaP a2R ,aP ,2 (dvV): 
由 一 二 dydz 十 人 ( 公 十 红 ] dzdz i 人 (2 a0) 
aP， 
设 2 dz 二 Pdy 一 Qdzx ,同样 方法 可 得 
加 、 i 
es Qdz)dzdy 二 
3P We, aP .3Q (dV): 
由 一 2 dydz 一 组 dzdr 十 (2 十 壮 i do a (2 -41) 


将 式 (2 - 39) ~ 式 (2 - 41) 代入 得 
Jr- 和 多 + 条 区)oe+ 全 + 站 各- 各) 


OZ Oz Oy O DR Oz 87 
oP ,QQ _ ok ok | 了 XUV 
(Sx Ty 3y ) dzdy 下 页 | dLds 


加 一 二 旦 并 atR_o+arp- 
Es ET P) |dydzt EF De Q) | dedz + 


Dp Oy .dW 
Eas R) + 2(Q R) | dzdy i 
当今 
_ dydz » (dV)’ 


5 Le 。 dV) 
me | 


drdy 。(dV): 
2 | 8 | dLdS 


(6. 一 入 2 


cOSY 。 dw 一 


并 记 上 | -人 


ww 
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~ Ln 0 Ri- Fe Oe 
eal P)+2R P) | ose.+ | 学 CR Q +aP Q) | cos + 


闫 (一)+ 训 (QR) |cosy.) do (2 -43) 
Ax Oy 


这 就 是 要 证 明 的 结果 . 
最 后 要 说 的 是 ,方向 余弦 cosa。 ,cosB。，cosyY。 的 计算 .由 式 (2 -42), 有 


_ (dydz)*» (dV)' _ (dV)’ 
41 8 ldLdS): (do): dzz 4181 (dL)’ (dS)’ (dw)’ 


(dV)’ 
dy » 4 | Bp |: (dL)’ (dS)’ (dw)’ 


(dV)’ 
dz: .418 |: (dL)’ (dS): (dw)’ 


当 令 cos'a。 十 cos*B 十 cos* 7Y。 二 1 时 ,有 


( 1 1 下 | ) (dV)° 
(dz) (dy): dz):)4|p, |: CdL): (dS): (dw): 


COs’ a, 
cos: B, = 


COs y, = 


一 ] 
即 


(dydz) 2: 十 (dzdz)2: 十 (drdy)’ (dW) 


(drdydz)’ ap | CdL)’ CS) Cdo) 


继续 演算 下 去 ,有 
en ele ds do ee 
4 | Wr | CAaLY dB) (dy) 
于 是 可 得 
2 2 (dV)’ 
(dw)* =[(dydz)* 十 (dzdz) + (drdy)’] TT FT CASy pd CAsy 
/ ; (dV)’ 
二 V(dydz): 十 (dzdz)2 十 (dzdy)2 
dw (dydz) 十 (dxdz)“ 十 (dzxdy) 2 1 8 | CadL) Casy pr | CdL) Cas) (2 — 44) 
将 式 (2 - 44) 代 回 到 式 (2 -42) ,可 得 


COSa 
~ Vldydz)’ + (drdz): + (drdy)’ 

dx dz 
i 
Vdydz): + (drdz): + (drdy)’ 

COSY, = dzrdy 


Vl(dydz) 十 (dzdz) 十 (dzdy)- 
由 此 得 到 一 个 单位 向 量 w。 == cosai 十 cosB。j 十 cosY。k ,并 且 可 以 看 出 wo。 的 方向 余弦 与 
| 刘 上 讯 关 ， 


二 、 副 冲 量度 的 引出 
当 记 韭 = 用 4 BadV , 则 对 式 (2 - 38) 右 端 积分 ,使 用 积分 中 值 定理 ,有 
: {aa P) + 忆 (R 一 P) | cosa. 上 ys ) pt * 


vw- 村 


超 变 函数 论 基 础 


二 Es. 
Eas R) + 这 (Q R) |cosy,) Au 
其 中 ,M ”为 Aw 上 某 一 点 . 当 Aw 趋 近 于 点 M 时 ,有 M* 一 M, 于 是 冲 量 密度 为 
im 过 一 | 二 (Q 一 《及 = ,| 
lim 和 Ex DTSE P) | cosa, + 到 人 Q) PE Q) | cosp, + 


Es 一 及 ) 和 二 (QR)| coOsyY, = Rw 
PS Oy 


上 式 表明 ,在 给 定点 处 ,R 的 方向 指示 冲 量 密度 最 大 的 方向 .于 是 有 以 下 定义 . 
定义 2.3 奋 问 量 场 4= 二 Pi 十 Qi 十 Rk 中 的 一 点 M 处 存在 这 样 的 向 量 R, 向 量 场 A 在 点 
M 处 的 冲 量 密度 为 最 大 , 则 称 向 量 R 为 向 量 场 4 在 点 M 处 的 副 冲 量度 . 记 作 


R=vdbiA 一 | 总 (Q 一 了) 一 闻 (P 一 R) | | = py 1+ 


I WR Q) Ca 6 


上 且 定理 2. 2 的 另 一 形式 为 
小 ， 有 册 vd A s nos de 


于 是 ,对 三 维 空间 向 量 场 ， 不 单 存在 着 散 度 divA , 旋 度 rot4 , 尚 存 在 一 个 副 冲 量度 vdbi4. 
[质问 2] 为 什么 副 冲 量度 只 有 3 个 分 量 ? 
由 


im 一 |3(Q 一 = P) | coso。 t+ | RO PQ) ooh,+ 


Auo->M Aw 
A 
的 左 端 看 ,得 出 的 应 是 四 维 冲 量 密度 . 但 是 ,由 
dw — Vdyda) TCdrde)" TCdrdy) so rs 
看 ,dw 是 五 维 的 . 
因此 , 副 冲 量度 vdbih 就 带 一 个 除 本 身 量 纲 外 的 一 个 附加 长 度量 纲 . 这 就 是 副 冲 量度 只 
有 3 个 分 量 的 “代价 ”. 


第 五 市 ”关于 无 源 、 无 旋 、 无 副 冲 稳定 场 


设 空间 单 连 通 域 2 内 有 一 稳定 的 癌 量 场 
六 一 下 (9 区 证 十 QQ(z9ygD) + RyYy 2)Kk 
奋 该 向 量 场 是 无 源 场 , 又 是 无 旋 场 ,更 是 无 副 冲 量 场 , 则 有 下 述 概念 : 


一 、 有 势 场 


场 论 关于 有 势 场 的 结论 :在线 单 连 域内 向 量 场 A=P(z,y,z)i+QCryy;z)j 二 RCs,ys2k 
为 有 势 场 的 充 要 条 件 是 其 旋 度 在 场 内 处 处 为 零 据 此 ,44dL Ep 等 价 于 曲线 积分 | 三 


er 过 他 志 


第 二 章 ” 超 变 函数 论 与 场 论 的 关系 


路 程 无 关 , 其 积分 值 只 取决 于 积分 的 起 点 Mo (zy,y,z) 与 终点 M(x,y,z). 即 
wi S| pa 4 Clly + Kids C2 ~ 46) 
函数 u(z，y,2) 就 是 向 量 场 A 的 势 函 数 . 
二 、 管 形声 


场 论 关于 管 形 场 的 结论 : 设 管 形 场 A 所 在 的 空间 区 域 为 一 面 单 连 域 . 在 场 中 任 取 一 矢量 
管 ,假定 Si 与 5S; 是 它 的 任意 两 个 横断 面 ,其 法 向 和 失 量 ni 与 n; 都 朝向 矢量 A 所 指 的 一 侧 , 则 有 


||a.as=||A .ds 
5S] 52 


但 是 人 们 并 没 能 够 由 上 式 导 出 三 维 流 函数 . 下 面 将 得 出 ,三 维 流 函数 的 获得 必须 应 用 超 变 
胃 数 的 解析 条 件 . 这 就 是 目前 数学 上 (包括 物理 学 ) 尽管 可 以 得 出 三 维 流 函 数 满 足 的 偏 微 分 方 
程 ,但 却 未 能 给 出 三 维 流 函 数 的 简洁 的 解析 表达 式 的 原因 . 


三 、 有 冲 场 
定义 2.4 ”如果 在 空间 单 连 域 Q9 内 恒 有 vdbiA 二 0, 则 称 该 向 量 场 A 为 有 冲 场 (这 是 个 暂 定 


名 , 待 物理 学 家 给 它 一 个 合适 的 名 称 ). 对 于 有 冲 场 的 研究 ,我 们 可 借用 有 势 场 的 理论 和 方法 . 
为 了 便于 对 比 , 将 rotA 用 符号 表示 为 


i jj 大 
i999 OO 各 pe 
rotA = Be By (2 — 47) 
PP 
其 中 ,向 量 场 A== Pi 十 Qi 十 Rk; 而 将 vdbi4 用 符号 表示 为 
| 汪 j k | 
Tk 9 9 _ 
vdbiA = 2 2 (2 — 48) 


A A A CO 
其 中 向 量 场 和 A= 二 A,i 十 A,j 十 A.k. 
对 照 式 (2 -46) 和 式 (2 - 47) ,有 下 列 对 应 关系 : 
PoeA,.— A,;Q*~=A,— A,.;ReA,— A, 
正 是 这 一 形式 上 的 对 应 ,使 我 们 完全 可 以 借用 有 势 场 存在 的 充 要 条 件 及 求 取 势 男 数 的 方 
法 来 确定 有 冲 场 的 相关 概念 . 
(1) 有 冲 场 存在 的 充 要 条 件 是 场 中 处 处 有 vdbi4 ==0. 


(2) 副 冲 量 函 数 : 

ee = 0 Wy ye (2 49) 
显然 这 样 的 函数 u 在 空间 单 连 域 Q 内 的 全 微分 存在 . 
四 、 三 维 调和 场 


由 定理 2.2 知 , 对 于 空间 单 连 域 0 内 的 向 量 场 A = 二 A, 十 iA, 十 jA; 存在 一 个 超 复 势 
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f(Q) 一 十 ii 十 jz 
就 是 说 ,u,v,w 满足 推广 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 毋庸 置疑 (依照 复 变 男 数 论 的 习惯 ), 超 复 势 
f(Q) 的 实 部 4 应 该 是 向 量 场 4 的 势 也 数 , 虚 部 v 应 该 是 向 量 场 4 的 流 函 数 .那么 超 复 势 的 空 部 
w 是 否 就 是 回 量 场 的 副 冲 量 晒 数 呢 ? 
回答 是 肯定 的 ,对 此 有 下 述 定理 . 


定理 2.3 在 无 源 、 无 旋 、 无 冲 量 场 中 ,向 量 场 4 的 势 函 数 \ 流 函数 、 副 冲 量 消 数 为 共 扼 调 
和 子 数 . 


证 明 设 A==A,i 十 A,j 十 A.k, 则 由 roth = 二 0 可 得 势 消 数 为 


M 
a | A 


0 


于 是 
本 Ou _ Ou _ 
人 A By A,，, -i A 
由 此 得 
au Fu, su _aa。 3a4， ah. 
0 ee Ox 和 Oy Ox 
在 无 源 场 中 ,有 divA = + 2 | 24:_0 
OZ Oy Ox 
故 


Ou ,Ou , Ou 
i 
a Ty To 


故 知 , 势 函 数 wu 是 三 维 调和 子 数 . 
再 证 副 冲 量 函 数 w 也 是 该 向 量 场 的 调和 晴 数 . 


由 式 (2 -49) 所 得 出 的 副 冲 量 函 数 满 足 三 维 拉 普 拉 斯 方程 . 事实 上 ,由 式 (2 -49) 可 得 出 
Ow _ 
i 


Ow Ow 
| -一 一 人 .一 人 -~ 一 一 人 一人， 
4 Sk Oy 
于 是 


dw_A.. aA, dw a: an wm WW,. aa, 
ar’ ar ar ay ay ay ar: Oz az 
三 式 相 加 ,并 对 右边 重新 组 合 ,得 
Ow Ow oY (2) (和 -一 妾 :) ( 竺 - 守 :) 
OZ” OY Be Oy OZ Oz OZ OF Oy 
在 无 旋 场 中 ,上 面 等 式 右 端 各 项 为 零 , 故 
和 (2 - 50) 
OZ Oy Ox 
因此 , 副 冲 量 函 数 w 是 三 维 调和 函数 . 


最 后 只 需 使 u,v,w 作成 共 斩 调 和 郴 数 . 为 此 需要 今 u,v,w 满足 超 变 果 数 的 解析 条 件 ,由 
uyw 决定 出 v. 


这 里 首先 要 求 v 是 可 全 微分 的 , 即 


_ 920 
qe 


97 2 
dz Vor rag 


% 省 这 上 
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取 解 析 条 件 中 的 3 个 方程 
WV _WNu _ WM Aw 
Ox Oy Oz ': ez 
OV _owWu WMAw ee 
Oy OZ x Gz ox La = 8) 
OV _OwWou uw 
GO Gr OV Bn oy 
M 
zy,z) =—| 二 (2 ~—52) 
M, OX Oy Oz 
故 
_[ /du_ du Ow Ow Ou _ WU Ow Ow ou __ Ou Ow 
a 。 [人 尖 ay Be | Be Be | [ae az 3y jdz 
(2 - 53) 


最 后 证 明 流 函数 v 在 无 旋 .无 副 溃 场 内 是 调和 困 数 . 
当 vdbiA = 二 0 时 ,有 


QO 9 
一 (A, 一 A,) 一 二 一 一 二 之 一 二 于 一 一 二 十 一 一 
2 =) -hi Rd 和 


Oa _ 
Ae (2 - 54) 


i 8， 


> 3 
2 
=- = 5 a OZ OZ 
当 fotA 二 0 时 ;有 
SA 
Oy Ox 
ae 区 
OZ Ox 
aA, _ a4, _, 
rr OY 
在 式 (2-54)、 式 (2-55) 两 式 基 础 上 ,可 以 做 如 下 的 证 明 : 由 式 (2 -52), 有 
区 
az As， ay W A 
GW = Ow _ ow 一 
和 es A 
可 得 
A 
et Ay (2 -56) 
Ov 


名 (A 一 A,)A,—A.(A:—A.)—AA, — A —A:+AA. 


现在 ,对 式 (2 -56) 求 二 阶 偶 导 数 ( 假 定 各 式 均 二 阶 可 导 ), 有 


» 45D 。 
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Ov DA . DA DA DA oA oA 
es ”一 -一 本 As 一 六 y pla y 
OX a Ox Tg OX A Ox > 有 Ox TA Dz 
Ov oA DA DA DA oA oA 
一 一 二 A. 一 一 十 A “—2A, 二 一 一 2A A. 一 一 十 A、 一 一 一 57 
Dy D Oy ve By Oy ee 
Ov oA DA DA DA DA _. DA 
一 一 一 人 .一 盖 十 人 A 一 一 一 2 人 A ~- 一 2 人 4 二 一 十 A 二 A, CO 二 一 
Oz’ “> Te OZ 二 Ox . OZ 下 OZ 


将 式 (2 -57) 相 加 并 重新 组 合 ,得 
dv ,dv 2 一 | aA,. A, a8 aAh, 
Ba | ) 


(2 DA4A， Ga4，，a4， 
"Ds Oz Or 9x 
aA, dA, dA, , aA ) |+| A, ES aA, 


有 


让 2 > (全 2 >] + 


2 Ox Oy Oy 


gs Oy Oy Ox Oy Oz 
i a4. aA. 
| 


考虑 到 式 (2 -55)、 式 (2-56), 即 在 vdbiA = 二 0 及 rotA = 二 0 时 ,上 式 两 个 中 括号 中 的 值 组 为 
零 , 所 以 
Ov 


Ov ,Ov 
和 Dz:? 


== 闪 
Ox’ ay 


故 知 , 流 果 数 立 是 调和 困 数 . 

由 上 述 讨 论 可 知 ,u,v,w 为 共 斩 调 和 上 曙 数 . 

定理 证 毕 . 

在 定理 2. 3 的 证 明 中 ,我 们 找到 了 三 维 回 量 场 的 流 困 数 的 解析 表达 式 (2-53). 这 就 实现 了 
物理 学 所 长 期 追求 的 结果 . 

定义 2.5 如 果 在 向 量 场 A4 中 恒 有 divA 二 0,rotA 二 0, vdbi4 = 二 0, 则 称 此 向 量 场 为 调和 场 . 

原来 ,只 用 divA 二 0 ,rotA 二 0 来 定义 三 维 调和 场 是 不 完备 的 . 截至 目前 ,物理 学 尚未 注意 到 
三 维 调 和 场 中 存在 着 vdbiA 一 0 这 一 事实 . 


第 六 节 超 变 函数 论 与 流体 力学 及 电磁 场 理 论 的 联系 


一 、 伯 努 利 方程 式 有 待 修正 
在 只 有 重力 场 作用 下 ,对 不 可 压缩 的 流体 ,有 伯 努 利 方程 式 : 
es I sp (2 — 58) 
业 ， 温 


其 中 ,sg 为 重力 加 速度 ;p 为 压力 ;w 为 速度 ;z 为 静水 头 ;o 为 流体 密度 ;c 为 常数 . 
伯 努 利 方程 的 建立 条 件 涉及 
dx dy dz 
WU Vy Wet=0 (2—59) 


其 中 ,w, ,w,,w: 为 流体 旋转 速度 w 的 3 个 分 量 ;w, ,w,,w: 为 流速 4 的 3 个 分 量 . 


。 40 。 


第 二 章 超 变 函数 论 与 场 论 的 关系 


由 式 (2 = 59) 可 以 有 


dr _dy _ dz 
i Ws 0 
2 空 一 和 (2 — 60) 
a 
式 (2 -60) 第 一 行 代表 流 线 的 微分 方程 式 , 第 二 行 代 表 涡 线 的 微分 方程 式 , 第 三 行 代表 反 


映 螺 线 的 运动 . 
笔者 认为 ,对 一 般 稳 定 的 问 量 场 A 二 A, (x 人 二 ,yyZ)K, 式 (2-60) 
可 修正 为 


dz _dy_dz 
A, A, A。 
ree (2 -61) 
Wi Wy Ws 
er Uy dy 
a ed 


上 式 第 一 行 代 表 流 线 的 微分 方程 式 , 第 二 行 代表 涡 旋 线 的 微分 方程 式 , 第 三 行 代 表 冲 量 线 
微分 方程 . 其 中 w= 二 {w,,w,,w:} 是 与 旋 度 有 关 的 问 量 ;6 = 二 46, ,6,,6.) 是 与 副 冲 量度 vdbi4 有 


关 的 向 量 . 
在 这 一 修正 的 条 件 下 , 伯 努 利 方程 式 就 应 该 得 到 相应 的 修正 . 笔者 将 在 以 下 的 章节 中 陈述 
理由 . 
关于 式 (2- 61) 的 第 一 个 方程 时 一 屏 一 至,J. 贝尔 在 (多 孔 介质 流体 力学 )》 中 给 出 了 下 述 
结果 : 
op -AxX_Adx 
Ox OV oz Oz 9y 
ap _aax Bax 
Oy azaBari ar.dz 人 
ap _ aax aax 


dz Ox Oy By ox 
这 里 J. 贝尔 认为 空间 流 线 是 两 个 流 面 4 二 (rz,y,z) 一 const 和 x 二 X(Tz,y,z) 二 const 的 
交 线 . 式 (2 - 62) 中 的 p 是 比 流量 势 , 即 g= 二 一 gradyp, 其 中 g== {9; ,gq,,9:} 为 比 流量 . 
可 以 发 现 , 式 (2-62) 类 似 于 超 变 函 数 的 解析 条 件 (1-61-2)(1-61-3)(1-61-8) 中 的 
3 个 方程 : 
Ou _ oow Ow ov 


UW_WOW owWov C9 =64) 


Co -IOy ox'oy 
对 比 式 (2-62) 和 式 (2 -63), 比 流量 势 yq 实际 上 就 是 超 变 函 数 中 的 势 师 数 x. 


s. A 


按 J. 贝尔 的 方法 观察 伯 努 利 方程 的 成 立 条 件 ,理应 由 式 (2-61) 的 第 二 个 、 第 三 个 方程 
dr_dy_dz 


(Vr WW, CU > 


dr _dy_dy 
-> 


引出 一 个 比 旋 量 势 v 及 一 个 比 冲 量 势 ww ,它们 与 比 流量 势 yg 一 起 ,恰好 满足 超 变 函数 的 解析 条 
件 . 此 时 可 以 清楚 地 看 到 空间 流 线 是 比 旋 量 势 vu 二 v(x ,y,z) 二 const 与 比 冲 量 势 w= 二 w(x，,y， 
z) 一 const 的 交 线 ;空间 涡 旋 线 是 比 流量 面 与 比 冲 量 面 的 交 线 ;空间 冲 量 线 是 比 流量 面 和 比 旋 
量 面 的 交 线 . | 

以 上 就 是 对 J. 贝尔 理论 和 伯 努 利 方程 做 出 (依据 超 变 函数 理论 ) 的 诠释 .所 涉及 的 名 词 和 
术语 都 是 笔者 暂 定 的 ,对 此 有 竺 物理 学 给 出 确定 的 含义 . 


二 、 关 于 麦克 斯 韦 尔 (Maxwell) 方程 
电磁 场 中 麦克 斯 韦 尔 (微分 ) 方程 共有 4 个 : 


rotH =a4aE 十 e ob 
ot 


rotE = 5 


(2 二 04) 
divH ==0 


divE = drp 
€ 


式 (2 - 64) 是 否 完善 了 呢 ? 就 是 说 , 仅 有 旋 度 和 散 度 是 否 就 足够 描述 电磁 场 了 呢 ? 

众所周知 , 光 ( 也 是 电磁 场 ) 具有 波动 性 和 粒子 性 的 双重 性 质 . 麦克 斯 韦 尔 方程 基于 散 度 
和 旋 度 很 好 地 解释 了 电磁 场 的 波动 性 ,但 却 不 涉及 电磁 场 的 粒子 性 . 是 否 要 由 副 冲 量度 A 来 说 
明 呢 ? 笔者 认为 应 该 如 此 . 也 就 是 说 , 电磁 场 完整 的 微分 方程 组 应 补充 进 vdbiS, 其 中 5 = 
c/4x (EX HH) 为 坡 印 享 向 量 , 它 表示 场 中 每 一 点 的 能 量 密度 ， 


笔者 预言 ,电磁 场 的 粒子 性 的 数学 表达 ,应 当 与 vdbiS( 微 分 形式 ) 及 ls . pdV (积分 形式 ) 


有 关 . 也 就 是 说 ,在 式 (2 -64) 中 应 补充 进 vdbiS==P 及 |||s .pdV = 二 Q, 而 了 按 式 (2 -45) 计算 ; 


Q 按 式 (2-43) 计算 . 当 物理 学 家 给 出 P 了 与 Q 的 实际 意义 后 , 光 的 粒子 性 是 否 可 以 如 此 地 解析 
表达 呢 ? 此 结果 与 量子 力学 关于 光 的 粒子 性 的 量子 化 解释 能 否 相辅相成 呢 ? 


三 .洋流 的 数学 本 质 


关于 潮流 ,目前 物理 学 的 观点 : 消 流 场 由 各 种 大 小 的 涡 旋 码 加 而 成 ;流体 在 流动 过 程 中 , 涡 
旋 不 断 破碎 、 合 并 流体 质点 轨迹 不 断 变化 ;在 某 些 情况 下 , 流 场 做 完全 随机 的 运动 ,在 另 一 些 
情况 下 , 流 场 随机 运动 和 拟 序 运动 并 存 . 

笔者 认为 ,以 上 观点 ,未 能 完善 地 揭示 洲 流 的 机 理 , 现 在 分 析 一 下 雷诺 (Regnolds) 实验 中 
发 生 的 情况 : 
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管 中 流 场 人 实际 上 存在 3 个 运动 , 即 沿 管 轴 方 向 的 一 个 运动 (对 应 着 通 量 ); 由 于 管 壁 的 黏 
清 作 用 而 产生 的 涡 旋 运动 . 流 场 的 这 一 运动 是 垂直 管 轴 方 向 的 (对 应 着 环 量 ); 垂 直流 场 人 的 流 
动 方向 和 涡 旋 方向 , 尚 存 在 有 vdbi4〈 对 应 着 冲 量 ). 

其 实 ,雷诺 管 的 流 场 4 中 ,divA,rotA 及 vdbih 并 存 , 才 是 消 流 的 数学 本 质 . 

以 上 几 个 物理 课题 将 在 后 续 章 节 中 阐述 . 
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第 三 章 ” 关 于 超 变 困 数 论 的 4 个 等 价 命题 


内 容 提要 本 章 在 证 明了 超 变 函数 积分 与 路 径 无 关 条 件 与 解析 条 件 的 等 价 性 后 ,给 出 了 
超 变 清 数 积分 的 一 系列 结果 . 类 似 于 在 “ 复 变 函数 论 ” 中 的 情景 ,主要 探讨 了 超 变 也 数 论 的 4 个 
等 价 概念 : 


(1) 函数 f(Q) 在 空间 域 2 内 确定 并 且 处 处 可 导 . 


(2) 图 数 f(Q) 二 u(x ,yyz) 十 iv(zx,y,z) 十 jw《(X,y,z) 在 Q2 内 连续 且 满 足 推广 的 C-R 条 
件 (c) 


(3) 函数 有 Q) 在 空间 域内 连续 ,并 且 对 于 0 内 任 一 光滑 的 闭 出 线 C ,都 有 和 (Q)dQ=0; 
对 于 0 内 任 一 闭 曲 面 , 它 的 内 部 属于 Q, 都 有 内/ (Q)dQ 二 0. 
(4) 对 于 0 内 任 一 点 ,都 存在 其 一 个 邻 域 ,在 此 邻 域内 f(Q) 能 展开 成 医 级 数 . 


引 


当 人 研究 了 超 复 数 的 代数 运算 , 超 变 函数 的 微分 、 积 分 及 竹 级 数 展开 式 之 后 , 超 变 阴 数 论 的 

论 框架 就 构建 起 来 了 . 随 着 其 内 容 的 不 断 丰 富 和 理论 的 继续 发 展 ,一 门 新 的 函数 论 将 以 其 强 
后 请 力 诞生 于 数学 大 家 庭 之 中 . 

本 章 引 出 的 重要 闭 曲 面积 分 : 


uk 


| Q 一 Q Ed 2xi 一 In ( j) 十 2ri 王 万 (ij) ( 见 式 (3 一 33)) 
0 
Z 


具有 丰富 的 内 涵 . 首先 , 它 的 地 位 类 似 于 重要 闭 曲线 积 
dz 
在 复 变 函数 论 中 的 突出 地 位 ; 其 次 ,由 于 有 H(i,j) 的 多 值 性 , 它 又 独 具 特 点 :这 将 对 三 维 空 
间 的 边 值 问题 产生 深刻 的 理论 意义 . 
为 了 引用 方便 , 现 把 前 文 所 述 重 录 如 下 : 
4》 


| 


ak _- cy Ow _y 
Ox 9 Ox Ls» Ox Li 
Sy =m 3 一 mn (3 一 ]) 
De ns 
az ”az “” Oz , 


(2) 原始 解析 条 件 的 综合 


和 
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3 3 3 
和 一 om 一 PL 一 
i 一 1 i=1 i=1 
Li = ELs = LB; =0 (3 一 2) 
mimz 一 7]217113 一 77227]03 一 0 
ninz 一 11703 一 7lz723 一 (0 
本 章 涉 及 的 原始 部 分 解析 条 件 : 
1; 一 Laiay 一 上 ， 7 一 LI 十 Lp8，， Cd 
ni] 一 Lav， nn» =1L;B,， na = 十 工 ; 
M1 一 工 sax 一 二 ， mz=Li, ms = LsB | (3 - 3b) 
?1 一 Lak， ns=0, ns3=Li 二 +L; 十 到 
7721 < 一半 7 ms = Li i rs (3 -30) 


7 一 0， nz 二 Lzap,， n= 二 Li 十 Ls 十 L,B, 
(3) 由 原始 解析 条 件 导出 的 超 变 函数 f(Q) = 二 u(x ,y,z) 十 V(xz,y,z) 十 jw(zX,，y,z) 的 解析 


条 件 及 超 变 盟 数 的 求 寻 公式 . : 


By Dr xz Be dr Ca 
Ow _ 33 Wu 
Oy ozor 9z oorX 
9 _9ow 9oov 
oO OE OV. , OE Dy 
2 _ cu _ A ow 
or OF YY Dr ov 
Ow _AMAYV WAu 
az rdy azray 
'/(O = 
a 
/ 1 /Qu : OU ， OW a 
1 (3 -5) 
DO = 
7 | 
(4) 空 数 j 的 性 质 : 
j 二 六 二 … 二 了 ”nn 为 正 整 数 ), 二 一 j (3 -6) 


] 


> 


第 一 市 。” 超 变 函数 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 
等 价 于 超 变 函数 的 解析 条 件 


一 、 超 变 函 数 积分 的 概念 

1. 积分 定义 

我 们 仍然 把 超 变 函数 的 积分 定义 为 “和 式 的 极限 ”, 即 设 已 经 给 定 了 一 条 空间 曲线 工 ,以 及 
定义 在 该 曲线 上 的 一 个 超 变 函数 /(Q) ,把 极限 lim 了 /C5,) (Qs 一 Q,) 二 |/(Q)dQ 叫 作 酉 


数 f(Q) 沿 工 的 积分 ,其 中 Q& ==a,Q1,…,Q, = 二 b 是 一 组 把 L 分 成 n 个 分 段 的 点 列 , a 与 0 表 
示 工 的 两 个 端点 ,是 曲线 L 上 位 于 分 段 LQ ,Qaj 中 的 任意 一 个 点 ,并 且 在 取 极 限时 要 求 
max | Qi — Qi ,0 
由 此 定义 可 以 引出 


|f‘QaQ=| 0 十 1 十 J 凤 ) 儿 dz 十 idy 十 J]dz) 一 
起 5 


Juaz — vdy tilodr + udy tilwdr t+ Cut wdztilwdy + vdz 
, 人 风 ‘a 


i 
2. 积分 的 存在 条 件 


由 式 (3 -7) 可 见 , 当 /(Q) 是 连续 函数 而 工 是 光滑 曲线 时 , 因 |udz 一 vdy, [vdz 十 udy， 


Jwaz 十 (zw 十 忆 ) dz,|wdy 十 vdz 存在 ,所 以 |f(QdQ 是 一 定 存 在 的 . 


3. 性 质 
从 积分 定义 不 难 推 出 超 变 函 数 积分 的 以 下 性 质 : 


(Dj/(QdQ= 一 | 7(Q)aQ, 二 与 工 的 方向 相反 ， 


L j= 


Der cadQ = ode, (k 为 常数 ). 


(3)| [fC +g(Q1dQ= J‘@aa+ lacQdQ 
(4) 设 曲线 工 长 度 为 S， 函数 f(Q) 在 二 上 满足 | f(Q) | 过 M, 则 
joaol<]| | 


二 、 超 变 函 数 积分 的 几 个 主要 定理 


定理 3.1 如 果 图 数 f(Q) = 二 w(x yy,z) 十 iv(usyy,z) 十 jw(xX,，y,z) 在 空间 单 连 通 域 C 内 
是 解析 的 ,并 且 广 (Q) 在 G 内 连续 , 则 函数 /(Q) 在 G 内 的 积分 |(Q)dQ 与 路 径 无 关 . 
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证 明 ”将 式 (3 -7) 的 1 分 解 . 
(1) 令 
1] = Qa4 二 JB ， ak 十 一] 
则 
|/ ‘(QaQ= |udz 本 ilvdz De +ilwadr 


L l bs 


Birzvdy 十 (十 也 十 Bo)dz (3 = 8) 
在 数学 分 析 中 已 经 知道 ,当空 间 区 域 Cr 是 单 连通 域 ， 限 数 人 ， yy， 之 ) CCZ，yyZ) CE ;YY， 


z) 在 G 内 具有 一 阶 连续 偏 导数 , 则 空间 曲线 积 |Pdz+Qdy+Rdz 在 G 内 与 路 径 无 关 的 充分 


必要 条 件 是 


a _ 王 
OX OX 
在 G 内 恒 成 立 . 


于 是 ,对 于 第 一 个 积分 Judz 一 (v 一 qxw)dy 十 axvdz， 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


L 


Oy OZ Ox 
ov a 
3 Qk -we (六 三 和) 
Ow _ oAu 


Br Vk By 
考虑 到 引言 中 的 式 (3 -3), 式 (3 -9) 可 变 为 
Qaim = — Ns 0 
nm = bs (3— 10) 
一 了 十 ak: =mi | 
对 于 第 二 个 积分 jvdz + vdy， 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


人 


Qu 


0 
=0 = 
9L -9 
Orz Oy 

考虑 到 式 (3=1), 式 (3 -11) 变 为 
mi =0 | 
RS (3 一 12) 
Li ye | 


对 于 第 三 个 积分 |wdz 十 Bwdy 十 (wu 十 ww 十 Bev)dz, 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


i 


ee 


超 变 函 数论 基础 


4 Bi 2 


Oy a 
OW _ Ou 全 
3% ”写实 = 中 隔 和 人 人 
遍 2 一 呈 
“Drz Oy 


考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 -13) 可 变 为 
mi 二 ms 二 Bim: = Bens 
ns=Li +Ls++hL; C9 4) 
BiLs =m; 
所 以 ,在 ij 一 十 jp 的 分 解 方式 下 ，f(Q) 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 等 价 于 式 (3 - 10)、 式 
(3 -12)、 式 (3 -14) 三 联 立 方程 组 . 
(2) 令 
j=ayp 十 iB,， ap 十 Bs 二 1 
则 
|f (QaQ= udr — (warw)dy toadz tilodr + Gut Bow)dy 十 训 癌 村 


和 dz 十 人 十 ds (3 一 15) 
尘 是 ， JQ 与 路 径 无 关 的 条 件 就 等 价 于 式 (3- 15) 的 右边 3 个 线 积 分 的 路 径 无 关 条 件 . 


对 于 第 一 积分 Juaz — (v 一 gyw)dy 十 asvdz， 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


L 
Lor 这 


考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 -16) 可 变 为 
ap7102 一 一 122 十 wp723 
ni 一 wp 上 ， (3 一 17) 
一 了 十 ai =mi 


对 于 式 (3 -15) 的 第 二 个 积分 | 十 (wu 十 Bpw)dy 十 Bovdz, 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


,a 3 2 起 > 

O00_», 9v 

Oz Be > 

Ou FB Br 

Ox Oy 
考虑 到 式 (3 -1), 式 (3-18) 可 变 为 


一 
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Bem = nm Wt 


1722 =B,L:; > (= 19) 
L) BGs 一 人 多 | 


对 于 式 (3 - 15) 的 第 三 个 积分 |edz 十 (w 十 ww)dz, 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


Ou Ow 
-一 十 -一 一 0 
OY FT By | 
dw _ ou | ow 人 
Sw Bx OX (5 ~ 20) 
Ow 
-一 0 
Oy 
考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 -20) 可 变 为 
ml 十 ma 三 0 
Ws == 十 上, ; (3=2]1) 
ms 三 0 | 


于 是 , f(Q) 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 也 等 价 于 式 (3 -17) 、 式 (3-19)、 式 (3-2173 个 联 立 方 
程 组 . 
(3) 令 


和 一 ioy 十 jp,， a? 十 民 二 1 
则 


|f ‘QaQ= Juar 下 ods 让 二 十 ED 二 vdz 十 jedz 十 Budy 十 
| 4 


Cn et dde 全 


于 是 |/(QdQ 与 路 径 无 关 的 条 件 就 等 价 于 式 (3 - 22) 右边 3 个 线 积分 的 路 径 无 关 条 件 . 


对 于 式 (3 - 22) 的 第 一 个 积分 |udx _ vdy, 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


一 凶 一 0 
0 » LS 
a 9 
or By 
考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 -23) 变 为 

n>» 三 0 | 

ni 三 0 (3— 24) 
=- Wg | 


对 于 去 全 ~22j 第 二 个 积分 judz 十 (wu 十 asw)dy 十 asvdy， 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 
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超 变 函 数论 基础 


9v _ou Aw 
7 Be Se 
ou _ 9v 本 
(3 — 20% 
Ow _ ov 
a Oy 


考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 - 25) Pe 
aomz =ni 十 wo723 
Wy 0 Ds (3 - 26) 
Li 二 aL;=m; 


对 式 (3 - 22) 的 第 三 个 积分 |wdz 十 Brwdy 十 (wu 十 也 十 Biv)dz, 其 积分 与 路 径 无 关 的 条 件 为 


Ee =p, aw 2 


Ow OU Ow | 二 
Bz Br ar 中 el 
Ow _ ow 
bs 3 Oy 
考虑 到 式 (3 -1), 式 (3 -27) 变 为 
m1 十 ms 十 Ba ed 
ns 二 Li 十 Ls 十 BL， (3 — 28) 


ps < Ths 


于 是 , |/(QdQ 与 路 径 无 关 的 条 件 也 等 价 于 式 (3 -24) 式 (3 - 26) 式 (3 - 28)3 个 联 立方 
程 组 ， 
总 之 ,1f(Q)dQ 与 路 径 无 关 的 条 件 , 等 价 于 式 (3 - 10) 、 式 (3 -12)、 式 人 -147) 式 (3 一 17)、 


式 (3-19). 式 (3-21)、 式 (3-24) 式 (3-26)、 式 (3-28)9 个 联 立 方程 组 , 共 27 个 等 式 . 这些 式 
子 称 为 积分 与 路 径 无 关 的 原始 条 件 . 


在 中 十 大 王 1 十 8 一 1,os 十 羽 一 1 的 条 件 下 , 当 设 定 : Si = 3 二 1; > = 
后 ,由 原始 积分 与 路 径 无 关 条 件 可 以 导出 它们 的 综合 条 件 
l= om = n=1 


td =LiLs 一 上 > 一 0 


1721 7722 一 1117723 一 1722 M3 一 0 


《3 = 29 


ninz 一 71723 一 12723 =0 | 


对 比 式 (3 -29) 与 引文 中 的 式 (3-2) 可 见 , 超 变 函 数 f(Q) 的 解析 条 件 等 价 于 超 变 盟 数 积 
分 与 路 径 无 关 的 条 件 . 


由 此 可 知 ,在 超 变 函数 解析 条 件 下 ,|/(Q)dQ 与 路 径 无 关 ， 
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推论 ”在 定理 1 的 条 件 下 , /(Q) 对 于 所 有 的 在 区 域 G 内 具有 两 个 公共 端点 的 那些 曲线 
来 说 ,积分 | PCQ)dQ 的 值 都 相同 . 
换言之 ,在 六 (Q) 是 连续 的 假定 下 ,证 明了 如 果 /(Q) 二 w 十 iv 十 jw 在 空间 单 连 域 0 内 解 
析 , 则 等 价 于 沿 Q 内 任 一 曲线 工 的 积 ‘oa 与 路 径 无 关 . 这 实际 上 给 出 了 以 下 定理 . 
定理 3.2 ”对 于 空间 单 连 域 Q 内 的 解析 函数 /(Q) 和 内 任 一 条 简单 闭 曲线 ,有 
$ (QaQ = 


反之 ， 者 Pf (QaQ = 0, 则 函数 f(Q) 在 0 内 解析 . 

现在 给 出 超 变 解析 函数 积分 的 基本 定理 

定理 3.3 ”对 于 空间 单 连 域 0 内 的 解析 函数 f(Q) 和 0 内 任 一 简单 闭 曲面 三 ,有 
ff‘(QdQ=0 (3 -30) 


证 明 ”在 上任 取 一 闭 曲线 工 , 则 由 定理 3.2， yo)da= 0, 由 L 的 任意 性 , 知 由 (QQ 一 0 


症 间 理 名 2 的 基础 上 ,可 以 证 明 在 超 变 困 数论 那里 ,H -EL 公式 仍然 成 立 . 
定理 3.4 如果 电 数 f(Q) 在 单 连 通 域 CG 内 是 解析 的 ,那么 

| f(€)dé =F(Q) 
作为 它 的 积分 上 限 的 函数 来 说 ,也 是 一 个 G 内 解析 的 也 数 ,并 且 

d 
FCQ) = al fe de = f(Q) 

证 明 由 导数 定义 及 积分 性 质 , 有 
FCOQFA)— FQ) ,1 /re ra et 
nr -下 ro 晤 -rea 
由 于 fCQ) 在 点 Q 处 连续 , 则 有 

gly = FOO ley 

式 中 当 & 一 Q@ 时 ,y(&) 一 0. 于 是 


es 2| rn li 2| Cey de =— FOOY Lim 2| 人 im| Ce)de 
t=0 灵 Ja Rl ice 让 Ja hs 
(3 - 31) 
其 中 ， je dé 二 h( 因 积分 与 路 径 无 关 , 所 以 从 点 Q 到 Q 十 h 的 积分 路 径 可 以 当 作 是 直线 ,所 以 它 


的 长 度 为 | h |). 
又 由 积分 性 质 可 知 


| sael< max |n(é) [elh| 
因而 , 式 (3 - 31) 的 第 一 个 极限 等 于 f(Q) ,第 二 个 极限 等 于 0, 即 
FQ) = f(Q) 


“ 


超 变 函数 论 基础 


容易 证 明 ,f(Q) 的 任何 两 个 原 函 数 相差 一 个 常数 C, 利 用 这 个 关系 可 推 得 以 下 定理 . 
定理 3.5 如果 f(Q) 在 单 连通 域 G 内 处 处 解析 ,FC(Q) 为 f(Q) 的 一 个 原 困 数 , 则 有 
全 OA POY Po 

证 明 ”由 定理 3.2 知 F'(Q) = f(Q). 
设 f(Q) 又 有 一 个 原 浮 数 op(Q) , 作 差 : 
F(Q) 一 CQ) =y(Q) =ut wt jw 


则 
[F(Q) — o(Q)] = (Q)=0 
由 起 (3-5), 有 
2 
可 知 
UV WMV WwW_A_W_ow_) 
or Ox Or OY oY Gy oo dE oz 
故 
J(Q) =C, 即 F(Q) 一 o(Q) =C (C 为 常数 ) 
于 是 可 得 
| roade= Fo 一 Fo (3 32) 


三 、 一 个 重要 的 闭 曲 面积 分 


在 复 变 曲 数 论 中 ,有 下 列 结果 ( 见 图 3 - 1) : 
dz 


4; 
C 


其 中 ,C 是 以 zo 为 中 心 ,r 为 半径 的 正 癌 圆周 . 现在 计算 由 dQ _, 其 中 5 是 以 超 数 Qs 为 中 心 ， 


Q 0 
R 为 半径 的 正 回 球面 ,其 方程 可 写作 
Q 王 Qu 十 RCsinbgcosop 十 isingsinp 十 jcosO) 一 Qu 二 R(sinbe”® 十 jcosb) 
| 0 


=2xl 


图 3-1 重要 曲面 积分 示意 图 
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其 中 ,0 委 ,0 过 vo 二 2x. 于 是 ,有 


和 do _ 0 RI[(cosge” 一 jsinb)d0 十 isingerd 

一 R(singe”® 十 jcosO) 
| cosOe” 一 jsing | bE IsSin0ey 要 
o Singey 十 jcos0 o sinGe” 十 jcosb 了 


I ip | ee To iw | 
SlnOey Tis TF Jeo TT o sinGe™ Ee cos0) 
sinGe™ 十 j | 
ln (sinGe™ 十 Jcos0) | 十 2ri | ep eT = 


[ln (—j))—1njj 二 2xi 十 [ln (sinb 十 jcos0) 一 ln (sin 十 jcos0) ]== 


ln (本 )+ 2xi 
由 空 数 j 的 性 质 j = 王 … 王 ” (n 为 正 整数 ) ,得 
A end de 
tae. I 一 gi ln C3 0 
其 计算 见 附录 4. 


第 二 节 超 变 解析 函数 的 积分 基本 公式 


在 定理 3. 3 的 基础 上 可 建立 与 复 变 果 数 论 中 的 积分 基本 公式 类 似 的 超 变 解析 颗 数 的 积分 
基本 公式 . 
定理 3.6 设 荆 为 空间 单 连 域 Q 的 边界 面 , 若 困 数 f(Q) 在 空间 区 域 2 内 解析 ,并 在 闭 区 
域 0 二 0 十 上 为 连续 , 则 在 Q 内 下 列 公 式 成 立 
Ld 有 
Hi. me (3 -34) 


FL = 

证 明 ”如 图 3-2 所 示 , 设 Q, 是 0 内 任 一 以 Qu 为 中 
心 ,R 为 半径 作 一 小 球面 3, ,使 5 及 其 内 部 都 属于 0, 设 0 为 
由 上 芋 及 3。 所 组 成 的 空间 区 域 ,并 设 其 边界 面 5 = 二 5 十 5 ,因为 
函数 忆 < 史 -在 区 域 0' 内 解析 并 在 闭 区 域 一 允 十 Q' 连续 , 则 


据 基 本 定理 定理 3.3, 有 


Se 


We C3 = .35) 
注意 到 ,> 的 外 便 为 > 的 内 侧 , 则 
f(Q) ra 4 ‘ 
pa GQ ba C3 =36) 


图 3-2 闭 曲面 积分 示意 图 
这 表示 右 端 积分 与 >。 的 半径 RR 无 天 ,因此 只 须 证 明 


MA POY 
km -dQ = HGi,j) + f(Q,) 
为 此 , 令 
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f(Q) = f(Qo) 二 +h(Q) 
由 式 (3 -34) ,有 
f(Q) Gd 
DO— adQ= HD + a 


令 R 一 0， ge — 0， 即 得 


由 Qu 的 任意 性 ,于 是 有 


了 人) 
f(Q) = 二 = ar (和 37) 


于 是 就 有 (可 在 复 变 盟 数 论 相 应 定理 的 证 明 中 逐 字 逐 句 对 应 地 论证 ) : 
定理 3.7 设 f(Q) mi 0 内 的 解析 函数 , 则 f(Q) 在 2 内 具有 所 有 各 阶 的 导数 且 


f= 也 上 po (n=1,2,"°) (3 -38) 


在 定理 3.6 的 基础 上 ,可 以 证 明 :一 个 解析 函数 的 导数 仍然 是 解析 函数 . 其 证 明 方法 完全 
类 似 于 复 变 盟 数 论 所 使 用 的 方法 . 
证 明 首先 证 明 公 式 


三 (E) 
7 (0) = He 《E 一 Qj 


设 Qu 为 空间 闭 曲 面 3 内 的 一 点 ,由 式 (3 - 37) 有 


ET Sd A A 
f(Q) /QV) -Heb (es a a re Te 2 Q,) 
因而 
F=f 1 dé 
Q— 0 -Findr® (£— Q)(£— QQ,) 
上 面 等 式 两 边 同时 减 去 
1 f (é) 
HG)Y CEO 
得 
Fmy= A 1 FR 
GD HODY CQ er a br (E—0) a OQ.) 
现在 对 上 面 左 症 积 分 的 模 作 估计 . 


设 M 是 |f(&)| 沿 3 的 一 个 上 界 : | f(&) | 过 M, 并 设 d(4d > 0) 为 Qu 到 曲面 3 的 距离 , 因 
而 当 & 在 53 上 时 ,1s 一 Q | 之 d. 假 定 |Q 一 Q, | 二 与, 则 有 
1 一 QI 二 1 一 Quo | 一 IQ—Q|>5 


<Ms 
d ads 
2 


(€— QQ) Er 一 


其 中 ,S 为 3 的 面积 , 故 有 不 等 式 : 
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HO—1Q) 1 f (&) ] 
(0 — 0 H(i,)Y pe = Ce 
其 中 ,k 为 一 常数 . 由 此 可 知 


CR FR 
Wn 刀 一 Qo -poy Re 5 


B 


a 六 
Fe DW 起 一 OT 


一 般 地 ,对 任意 一 个 不 在 上 的 点 QQ， 下 


f (8) E 
FQ) = ren) i (3—39) 


再 证 上 述 微分 法 , 即 利用 式 (3 -39), 有 


F(QFA—FQ) 2 f (é&) 
h H(i,)Y (二 一 加 六 
”4 
Hi. soho [= OT Crd 
了 一 
对 于 充分 小 的 h, 不 论 & 是 3 上 什么 样 的 点 ,都 有 
a 
(< ye (€ — Q)’ er (EC— 必 一 hy <lh|lM 
其 中 ,Mo 不 依赖 于 因此, 式 (3 -40) 右 端 的 积分 值 的 模 小 于 | 主 才 三 | SMM， 
于 是 , 式 (3-40) 的 右 端 当 h -> 0 时 ,也 趋向 于 零 , 故 有 
We f (e)de 
” (0 一 
用 数学 归纳 ,可知 
二 二 TO CB 


H(i,j) J (JJ 
以 上 几 个 定理 及 后 续 第 4 章 的 定理 4.5 联合 ,我 们 可 得 超 变 解 析 函 数 的 4 个 等 价 的 概念 : 
(1) 式 数 f(Q) 在 空间 域 2 内 确定 并 且 处 处 可 导 . 
(2) 遇 数 f(Q) = xzyyz) 十 iv(Czyyz) 十 jzwCzyyz) 在 (02 内 连续 且 满 足 推 广 的 C-R 条 件 . 


(3) 函数 /(Q) 在 空间 域 Q 内 连续 ,并 且 对 于 0 内 任 一 光滑 的 闭 曲线 C ,都 有 (Q)dQ=0; 


对 于 0 内 任 一 闭 曲 面 , 它 的 内 部 属于 0, 都 有 中 CQ)dQ =0. 
(4) 对 于 0 内 任 一 点 ,都 存在 其 一 个 邻 域 ,在 此 邻 域内 /(Q) 能 展开 成 井 级 数 . 
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第 四 革 超 变 明 数 的 系 勒 级 数 、 
罗 伦 级 数 和 留 效 定理 


内 容 提 要 本章 在 讨论 超 变 困 数 的 泰勒 级 数 和 罗 伦 级 数 时 ,对 于 可 逐 字 逐 负 引用 《 复 变 天 
数论 》“ 的 相关 论述 时 将 从 略 处 理 , 而 着 重 于 在 本 书 的 特殊 性 ;本 章 又 对 第 三 章 所 论 的 解析 函 
数 与 泰勒 展开 式 的 等 价 天 系 做 了 详细 的 讨论 . 


第 一 节 解析 函数 的 车 级 数 展开 式 


一 、 遂 数 项 级 数 

首先 给 出 函数 项 级 数 一 致 收敛 的 定义 和 一 些 相 关 的 结论 . 

| 

定义 4.1 设 f,(Q)(n==1,2,…) 为 一 阴 数 序列 ,其 各 项 均 确 定 在 同一 点 集 K 上 , 记 


S,(Q) = > fi(Q) ,F(Q) 为 确定 于 玉 上 的 另 一 函数 . 如 果 对 每 一 个 正 数 es 都 存在 一 个 正 整 数 


N ,使 4 宇 N 时 不 等 式 | S,(Q) 一 F(Q) | 过。 在 点 集 E 上 一 致 地 成 立 ,就 说 无 穷 级 数 3) f,(Q) 
在 点 集 下 上 一 致 收 仇 到 函数 FCQ)， 
2 有 关 的 结论 


(1) 如 果 可 以 找到 一 个 收敛 的 正 项 级 数 y\M, 使 对 于 的 每 一 个 值 ,不 等 式 |f,(Q) | 区 


M, 在 点 集 EE 上 成 立 , 则 级 数 3 /,(Q) 在 点 集 巨 上 绝对 收 伊 ,所 以 它 有 一 个 确定 在 巨 上 的 和 范 
数 FR(Q). 用 数学 分 析 的 同样 方法 可 以 证 明 : 在 点 集 玉 上 该 级 数 一 致 收敛 到 函数 下 (Q). 
(2) 若 图 数列 f,(Q) (n= 二 1,2,…) 都 在 点 集 玉 上 连续 ,并 且 在 点 集 上 级 数 
Sf.(Q) (4-1) 


一 致 收 化 到 函数 F(Q) , 则 F(Q) 也 在 已 上 连续 (此 结论 可 仿 复 变 函数 论 的 相应 定理 中 逐 句 重 
复 地 加 以 证 明 ). 
定理 4.1 ”车 连续 函数 列 /,(Q) 沿 空间 曲面 研一 致 收敛 于 函数 CQ) , 则 


|FcQoaa =- > /Qa 
是 三 上 的 连续 函数 . | 
证 明 因 f,(Q)(n==1,2,…) 在 曲面 三 上 连续 且 一 致 收敛 ,又 由 结论 (2) 可 知 ,F(Q) = 
万 (Q) 十 PCQ) 十 十 CQ) 十 … 是 王 上 的 连续 函数 . 
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根据 级 数 (4-1) 沿 曲面 一致 收敛 , 则 对 于 任意 一 个 ele 二 0) 都 存在 一 个 数 N, 使 当 n 二 
N 时 ,级 数 (4 -1) 的 前 nn 项 和 S,.(Q) = 二 有 (QQ) 十 fi(Q) 十 … 十 f,(Q) 与 级 数 和 下 (Q) 之 差 的 
模 沿 曲 面 满 足 |F(Q) 一 S,(Q) | 二 @. 

当 令 F(Q) = 二 S,(Q) 十 7,(Q), 则 沿 王 有 | 7,(Q) | 过 . 

用 S 表示 曲面 王 的 面积 , 则 


re OO = 


| (QdQ| 过 


一 


其 中 小 ie=s 也 就 是 说 
rea=in Wo as 了 teaa) 
Fenae= > ,oa t= 


二 、 解 析 涵 数 的 蜗 级 数 展开 式 


1. 解析 函数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 定理 
定理 4.2 ” 右 级 数 (4-1) 的 各 项 都 是 在 一 个 空间 区 域 2 内 的 解析 函数 ,并 且 在 2 内 一 致 
收敛 , 则 其 和 函数 F(Q) 是 在 2 内 的 一 个 解析 涌 数 ,并 且 
F=f (OFF (OD Tm fe (Os R=12y nm) (村 一 33》 
证 明 如 图 4-1 所 示 . 站 先 证 明 下 (Q) 在 2 内 解析 , 因 级 数 (4-1) 的 各 项 在 Q 内 均 连 续 ， 
故 由 一 致 收敛 性 的 假设 知 ,F(Q) 在 0 内 连续 . 其 次 考虑 任意 一 个 属于 0 的 简单 闭 曲 面 5, 其 内 
部 亦 属于 Q, 由 定理 4.1 有 


rcoae) = > Pf,(Q dQ 
又 根据 解析 函数 的 基本 定理 ,有 
hr CC = 


故 fF(QdQ=0 


所 以 ,F(Q) 在 2 内 解析 . 

现在 来 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 

考虑 一 个 球面 2, 它 和 它 的 内 部 均 属 于 Q, 根 据 
定理 3.7, 在 3 内 有 图 4-1 级 数 展开 域 示意 图 


KK f,(&) 


及 


A F(&) 


Fo(Q) = 
(@) H(i,)) 上 (EC— QQ) 


dé 
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因为 在 3 上 级 数 F(&) = 35)f,(8) 一 致 收敛 ,如 果 Q 为 5, 内 的 一 点 , 则 级 数 


F() _ wf,(é) 
(E 一 Q) 2 (E 一 人 
在 5。 上 仍然 一 致 收敛 . 


将 此 级 数 逐 项 沿 3, 积分 ,然后 


2. 禹 级 数 展 开 式 
定义 4.2 设 有 下 列 形状 的 函数 项 级 数 : 


jC (Qa (4 —4) 
其 中 ,a 及 C, (n= 二 0,1,2,…) 都 是 常数 , 则 称 式 (4 -4) 为 寡 级 数 . 
类 似 地 ,可 有 竹 级 数 收 敛 性 定理 . 
定理 4.3 如 果 级 数 (4 - 4) 在 一 点 Q,(Q 关 a) 收敛 , 那么 它 在 球 |Q 一 a| 二 plp = 
|Q 一 a|) 内 绝对 收敛 ,并 且 在 每 一 个 较 小 的 球 |Q 一 a| 达 rlr 过 p) 上 一 致 收敛 . 
由 数学 分 析 知 ,该 定理 指明 ,对 收敛 的 震级 数 ,存在 一 个 收敛 半径 R 
与 数学 分 析 类 似 , 一 般 先 考虑 极限 


[一 im|S | 或 L 一 lim VC 六 
如 果 这 个 极限 存在 ,并 为 一 正 数 ,那么 收敛 半径 为 


本 和 


, 即 得 所 要 求证 明 的 式 (4 -3). 


一 个 医 级 数 在 其 收敛 球 内 是 否 解 析 ? 


定理 4.4 ”震级 数 F(Q)= >,C, (Q 一 ao)" 的 和 函数 FCQ) 是 收敛 球 内 的 一 个 解析 函数 ; 它 
的 各 阶 导数 可 用 逐 项 求 导 方 法 来 求 , 即 
f° (Q)=k! GT) bk 2CHi (QC— 2) 二 十 
(Wn 一 十 CQ—a) Te (k=1,2s°%) (4—5) 
证 明 考虑 任意 一 个 球 马 , 它 的 中 心 是 a, 它 的 半径 7 小 于 收敛 半径 R. 由 竹 级 数 收敛 性 
定理 4.3 可 知 ,在 3 内 宕 级 数 (4 - 4) 一 致 收敛 . 
我 们 已 证 明了 有 才 函数 Q" (2 为 正 整数 ) 在 全 空间 内 是 解析 的 .于 是 ,根据 解析 函数 项 级 数 


一 致 收敛 性 定理 ,在 允 Nf (QC (Q 一 a)" 解 析 . 因为 5 的 半径 可 以 取 为 与 R 任 意 相 近 ， 
故 在 收敛 球 内 , 男 数 f(Q) 解析 并 且 式 (4 - 5) 成 立 . 

定理 4.4 将 与 下 面 叙 述 的 定理 构成 解析 也 数 的 又 一 等 价 概 念 . 

定理 4.5 ” 设 函 数 f(Q 在 球 3:|Q 一 a| 二 R 内 解析 , 则 在 此 球 内 ,f(Q) 可 展 成 下 列 寡 级 数 : 


RD = > (Q 一 a)" 
其 中 


1 0 
五 GD) 0 nl (n Es ) 
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而 3 为 一 球面 :|Q 一 a|=o (0 二 p= R) 
证 明 ”对 于 球 Z 内 任 一 点 Q, 总 存在 一 球面 5,:|& 一 a|==p(0 二 pp 二 R), 使 |Q 一 a|<=p. 
由 解析 也 数 项 级 数 一 致 收敛 性 定理 ,有 


1 f (8) 
FN Ho ea 


因为 二 = 一 一 一 一 | 过 |= 


利用 公式 
= Dh (|ul|=1) 
可 将 = 一 在 球面 3, 上 展 成 对 于 一致 收敛 的 级 数 ， 
要 a 
二 下 > (E 一 Q)” Ce Vmtl 
以 Fe) 乘 此 级 数 的 两 边 所 得 的 级 数 为 


Le 一 )" 了 CE) 
-> (Q 一 (E 一 CQ) 一 


] f (E) 3* 2 n+1 
HCG, es- De 2 


一 一 人 f (é) 有 
其 中 "HOD (eam (n=0,1,2, ) 


根据 定理 4. 5,C, 与 球面 53， 的 半径 6 无 关 . 这 样 , 可 以 任意 选取 满足 条 件 0 二 pp 二 R 的 一 
个 固定 的 正 数 p. 
再 利用 超 变 消 数 积分 基本 公式 及 各 级 导数 公式 即 可 得 到 
Ga f (&) 
es 二 HG, cpg (E 一 CD 


因为 式 (4 -4) 左 端 即 为 FCQ) , 故 有 


dé (4—6) 


FO TiC, (Qay 
至 此 ,我 们 得 出 超 变 隧 数 的 解析 条 件 与 它 可 以 展开 为 究 级 数 的 等 价 性 . 


第 二 节 泰勒 级 数 


上 节 给 出 了 关于 泰勒 级 数 的 定理 : 
设 函 数 f(Q) 在 球 3:|Q 一 a| 二 R 内 解析 , 则 在 此 球 内 ,f(Q) 可 展 成 下 列 寡 级 数 
FQY = Sic, (QC— Qo)" 
其 中 
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超 变 函数 论 基础 


DY 
C Ns =~0,1,2,.… = 
Dy (QQ i 2 (mw = 1 ) 《和 三 站 


现 讨论 上 述 泰勒 级 数 的 唯一 性 
设 f(Q) 在 Qu 已 经 用 另外 的 方法 展开 为 震级 数 : 
FQY = atR— + (QQ) Fa (OY 
那么 
f(Q) 一 au 
由 于 寡 级 数 可 以 逐 项 求 导 , 可 得 


dN 


nl! 
由 此 可 见 ,任何 解析 因数 展开 成 需 级 数 的 结果 是 唯一 的 . 
例 1 用 求 泰勒 系数 可 得 


-1+Q+ 主 + 和 二 十 合十 
] 了 本 | 2 有 = a se。 a 
及 5=1-Q+Q + D+ (QI<D (4 -8) 
例 2 由 式 (4 -8) 用 间接 展开 ( 逐 项 积分 ) 法 可 得 


2 3 n+1 
.Ro RN Ee 
2 3 n+ 1] 


第 三 市 ” 超 变 函数 的 罗 伦 级 数 
讨论 下 列 形式 的 级 数 ， 


zs 和 Qo)” Es 十 (Ce QO 十 Se 二 CE (Q@— OY -- Ch 十 C7 (QO— 十 3 十 


CO 一 人 
记 其 正 睁 项 (包括 常数 项 ) 部 分 为 


Da, (Q= QQ =Fa(tQ— da (QC— tw 下: 


(4 -10) 
记 其 负 震 项 部 分 为 
3 (Ga 0 
级 数 (4 一 0 是 一 个 通常 的 究 级 数 , 它 的 收敛 范围 是 一 个 球 域 . 按 第 三 草 给 出 的 公式 ,极限 
| 
如 果 存 在 ,并 为 一 正 数 , 则 其 收敛 半径 为 
] 


现 记 级 数 (4-10) 的 收敛 半径 为 R; ,那么 当 |Q 一 Q | 二 R; 时 ,该 级 数 收敛 ; 当 |Q 一 Qu | > 


» BB, 
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Rs, 时 ,该 级 数 发 散 . 
在 级 数 (4-11) 中 , 令 5=(CQ 一 Qo) ,可 得 
和 1 (QC—Q)™ eg 区 十 … 十 at 十 … 十 ci" 十 … (4=-12) 
对 变量 5 来 说 ,级 数 (4- 12) 是 一 个 通常 的 寡 级 数 . 设 它 的 收敛 半径 为 尺 , 那 么 当 | 引 之 玉 
级 数 发 散 ; 当 |5| 一 尽 时 ,级 数 收敛 . 
如 果 令 到 一 R,, 那 交 当 且 和 仪 当 |Z| 过 RR 时 ,|Q 一 | 态 ; 当 且 仅 当 |t| 读 R 时 ;|Q 一 包 | 过 
Ri. 由 此 可 知 ,级 数 (4 一 12) 当 |Q 一 | Ri 时 收敛 ; 当 |Q 一 Q | 二 尺 时 级 数 发 散 . 


规定 : 当 且 仅 当 级 数 (4- 10) 与 级 数 (4-12) 都 收敛 ,级 数 (4 一 9) 收敛 . 故 级 数 (4 -9) 的 收 
敛 域 为 空心 球 壳 R 二 |Q 一 Q, | 二 R;. 


对 于 空心 球 壳 Ri 二 |Q 一 @ | 二 R; 内 处 处 解析 的 函数 f(Q) 的 级 数 有 下 述 定理 . 
定理 4.6 设 f(Q) 在 空心 球 壳 Ri 二 |Q 一 | 二 R, 内 处 处 解析 , 则 有 
f(Q) = Xr. (Q— Qo)" 
其 中 


] f (é&) 
HG,DL (£— Qo)"™ 


这 里 Z, 为 在 空 心 寻 元 及 六 ia- Q | 一 R: 内 的 


沁 © 
证 明 名 山 地 心 球 这 RR | 一 敢 1 和 之 奶 内 《AAA 
的 任 一 点 ,在 空心 球 计 内 作 以 Q 为 心 的 正 问 球 面 Ki 7 C 
与 K; ,Ki 的 半径 RR 大 于 Ki 的 半径 >, 于 是 由 第 三 章 R 


(推广 的 ) Was 站 


一 de (ns=0y GT 士 1,(G 主 25*") 


Tn 5 6 一 H(i, my 6 K, 
对 于 上 式 右 端 第 一 个 积分 来 说 ， 积分 变量 < 取 在 
球面 K， 上 ,点 Q 在 K, 的 内 部 , 则 有 Wh 
Se se pa 
pe 上 续 因此 存在 一 个 常数 ee 
M, 使 得 | F(t) | 二 M. 于 是 跟 泰勒 展开 式 的 证 明 一 
样 ) ,可 以 得 到 
3 这 SS i 
Er > Fi | (CQ)™ dt |(Q Qo) 
对 于 第 二 个 积分 一 百村 9 dt 于 积分 变量 取 在 球面 上 ,点 在 K, 的 外 
部 , 则 有 
和 全 


。 7 。 


因此 ,可 得 
l ee CU ] 加 
二 得 =— 0 1 一 后 2 (QO— QO) > tO) (Q Qo) 
@— 
故 
es FL) 三 ] Ra _ 
其 中 
和 全 
现在 来 证 明 lim Ry(Q) = 二 0 在 KK ee 
Wn sl. 
1 |-Q | TQ=@®,| 


因为 Q 在 Ki 的 外 部 ,显然 0 二 gq 二 1. 
由 于 f(&) 在 K! 上 连续 ,因此 存在 一 个 常数 Mi ,使 得 | (8) | 过 Mi ,于 是 有 


Pa ra 


Ry Gy 一 TD 


1 
可 知 , 因 下 (一 BR 可 得 | 三 ;| 过 1, 则 有 


[RyCQY | 5S ganar 
因为 lim gq" 二 0, 所 以 lim Rw(Q) ==0, 从 而 有 
f(y fw) 
HG, i : > dst | ds | (Ot 


一 By 
综 上 所 述 , 有 


f(Q) 7 Dic 6 一 总 人 十 SYC 《人 5) 你 (QO) 
n=0 n=1 WE 


记 

| Ee 

C, 一 i dz， 二 0,] ,2， (4 = 132 

HW (EA bE n 

1 4E 

”五 (Cij) 证 1 一 工 ; 己 3 (4—14) 

Kj 
于 是 得 出 级 数 

R= 2 CAO (4 —15) 


其 称 为 函数 f(Q) 在 以 Q, 为 中 心 的 空心 球 这 Ri 二 |Q 一 Q | 二 Ri 的 罗 伦 级 数 . 


现 要 说 明 ,一 个 在 某 一 空心 球 充 内 的 解析 了 哨 数 不 论 用 什么 方式 展 成 罗 伦 级 数 的 唯一 性 
问题 


(1) 罗 伦 级 数 的 唯一 性 定理 :如 果 FCQ) 在 空心 球 壳 Ri 二 |Q 一 Q | 二 R; 内 不 论 用 什么 方 
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法 展 成 了 级 数 f(Q) 二 3 C, (Q 一 Q,)", 并 设 C 为 空心 球 壳 内 任 一 正 向 简单 闭 曲面 ,5 为 C 上 


FOLEY Py (LC— Qo)’ 
以 (5 一 Q)* 去 乘 上 式 两 边 , 这 里 p 为 任 一 整数 ,并 沿 曲面 C 积分 ,得 


PE ) Ee -| a i 
Pm bP Qu 一 dt (4 -16) 


对 于 积分 伸 (一 Q,) dg, 由 第 三 章 重要 积分 候 区 -07 收 一 甩 Gij) 知 , 当 n 一 尹 时 , 式 


(4-16) 等 于 H(i,j)a,, 即 
FE 
> Ce = 0 
而 当 n 关 Pp 时 ,被 积 函 数 在 积分 域内 解析 , 故 式 (4 一 16) 等 于 堆 . 
于 是 得 


d = H(i,j)a, 


1 FEY 
一 一 一 9 “hs “he 
"Hj)Y CC QO Jed (FQ Es 


此 式 就 是 式 (4 一 13). 于是， 我 们 证 明了 不 论 用 什么 方法 展 成 了 级 数 
并 以 地 Xe 《(Q= 
其 罗 伦 系数 是 唯一 的 . | 
(2) 对 罗 伦 级 数 的 唯一 性 问题 的 ( 超 变 函数 ) 认识 . 观察 式 (4- 13), 由 于 方 Ci 的 多 值 性 ， 
得 出 的 系数 


本 三 (<E) 
一 一 -一 一 一 一 Pe 9 本 
i 54 EQ 二) 


不 唯一 .因此 , 罗 伦 级 数 的 唯一 性 定理 是 说 :不 论 用 什么 方法 展 成 级 数 Fo=2c (Q 一 Qo) 
的 系数 的 表达 式 是 唯一 的 ;至 于 具体 计算 C, 时 , 它 是 单纯 的 还 是 多 值 的 则 为 当 别 论 . 
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内 容 提 要 ”本 章 是 研究 超 变 函 数 的 保 角 变换 理论 的 几 个 基本 问题 ,诸如 第 一 类 保 角 变 换 
条 件 与 超 变 函 数 解 析 条 件 的 等 价 性 、 保 角 变 换 的 意义 与 性 质 等 . 在 这 里 ,笔者 完成 了 复 变 消 数 
论 的 保 角 变换 概念 问 超 变 函 数论 中 的 推广 . 


引 


众所周知 , 复 变 函数 论 的 保 角 映射 理论 在 物理 学 中 应 用 ,特别 是 在 解决 (二 维 ) 数 学 物理 方 
程 边 值 问 题 中 的 作用 是 非常 独特 的 . 由 此 可 以 想见 , 超 变 浮 数 论 的 保 角 映射 理论 ,必然 可 以 为 
解决 三 维 边 值 问题 提供 更 有 效 的 数学 工具 . 

本 章 将 使 学 界 了 解 “ 超 变 函 数论 基础 "体系 的 和 谐 性 . 这 主 表现 在 以 下 两 方面 : 

(1) 超 变 函 数 解 析 条 件 与 保 角 映 射 条 件 的 等 价 性 . 

(2) 一 个 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ,经 保 角 映射 后 ,仍然 是 相应 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解 . 这 是 个 重要 
的 理论 原则 . 

这 是 “ 复 变 函数 论 ? 相 应 概念 的 顺理成章 的 发 展 , 体 现 了 体系 自身 的 和 谐 性 . 

在 “人 为 约定 ”体系 下 的 三 元 数 ( 超 复数 ) 理 论 很 难 达到 “ 道 法 上 自然 ”理论 体系 在 保 角 映射 
问题 上 的 目 恰 性 .和 谐 性 . 

当 把 复 变 函数 论 的 保 角 映射 概念 推广 到 超 变 函数 论 中 后 ,这 不 但 进一步 显示 了 超 变 男 数 
论 的 体系 的 正确 性 ,而 且 可 以 使 人 们 看 到 一 个 待 开 发 的 广阔 的 数学 领域 . 

后 面 的 叙述 ,要 引用 " 超 变 函数 论 探 讨 ”“ ”的 一 些 结果 ,并 且 要 对 这 些 结 果 做 进一步 的 


mk 


说 明 . 
(1) 本 章 将 采用 记号 
We Ti Da | 
Ox Ox a 
3 一 ma i (5—1) 
SD 人 
Dz 1 9 Dz 2 Dz 3 


(2) 原始 综合 解析 条 件 为 
3 3 3 
2 = Dm 一 | 
ji 一] ic] bod 《5 = 2) 
LiL, =LiL, =L,L;, =0 | 
mm =mms =m2ms =0 
| (5 = 3) 


ninis =nins =n»na 一 (0 


在 式 (5 -2) 下 , 超 变 琐 数 的 解析 条 件 为 


s ‘0 


以 是 
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一 


由 式 (5 -4)、 式 (5=5) 得 出 


Li 十 mf 十 n? | 
7L3 十 1202; 才 7 一 ] 

Li 十 m3 十 ns cl 
LiL; mim> + nins =0 
LsEs TT msms + nns =0 
bbs 7m ms FF niins =0 


Mu 和 am auwav 
Ox Oy Dz Oy Oz 
O00 _owWou _ A Aw 
or By dx Dy OOz 
OwW_AuQV Wu 
OX Yo yo 
ou _dudw dw oav 
Gy dz oz Oz O97 
OV _wWQu A Aw 
Oy Oz oz7 Oz OZX 
OW _oL ou Wu 
Oy zor dor 
UW_WVW wov 
Oz Or oY 1 BV 
OW _OWUu A Iw 
Oz Fy 9 oy 
cr 
0% ray ry 


式 (5 - 3) 的 导出 仅仅 要 求 


3 

2 
Dl 
i 一 ] 


(3 ~ 有 4) 


G5 7 


(9 


= Dmi 二 了 ww 一 1 即 可 .因而 , 超 变 函数 的 解析 条 件 可 


3 3 
》 2 » ; 2 
一- mm; 一 7]2; = 一 | 
1 一 ] i 二] 


LiL;,T+mm: +nin,=0 
LaLa 二 mma + nns =0 
yw 十 m1 mM 十 7121723 = 人 


(3) 超 变 函数 的 导数 公式 为 


人 OO 

eg 上 二 + 

CO = 和 < 
‘By 

= 

这 = EE 


Ow 
OX 
Ow 
Oy 
Ow 
Oz 


| 


超 变 天 数 的 解析 条 件 采 用 式 (5 -7) 的 形式 后 ,核心 定理 仍然 成 立 . 


C4 


C5 =) 


超 变 函 数论 基础 


第 一 节 “ 复 变 函数 论 的 保 角 映射 概念 的 回顾 


“ 复 变 函数 论 ” 的 保 角 变换 理论 包括 两 个 基本 问题 : 任 一 解析 函数 所 做 出 的 映射 是 保 角 映 
射 ;已 经 给 定 了 区 域 D 与 D* ,要求 构成 一 个 函数 , 它 做 出 把 其 中 一 个 区 域 映 到 另 一 个 区 域 上 
去 的 保 角 映射 . 
要 证 明 一 个 解析 图 数 f(z) 二 =u 十 iv 构成 的 映射 是 保 角 映 射 , 在 “ 复 变 函数 论 ” 中 是 从 两 方 
面 考虑 的 . 
(1) 设 车 f(zo) 关 0, 则 由 
Fw = lim =r(cosa 十 vsina) 


可 得 


lim 
Az—»0 


设 z 平 面 上 点 zo 及 过 zo 的 两 曲线 c 及 c 在 映射 w= 二 f(z) 下 ,在 也 平面 上 的 映像 为 zw 及 
过 wo 的 两 曲线 厂 及 ,那么 由 上 式 可 得 出 过 zo 的 c 与 c 的 两 切线 的 夹 角 等 于 过 w。 的 两 曲线 
有 与 玉 的 两 切线 的 夹 角 . 也 就 是 说 ,由 解析 函数 构成 的 映射 ,在 所 有 导数 广 (z) 关 0 的 点 都 具有 
保持 角度 不 变 的 特性 . 

(2) 由 解析 条 件 与 w= 二 f(z) 构成 的 映射 为 正 交 变换 的 事实 ,同样 可 得 出 解析 映射 是 保 角 
映射 的 结果 . 对 此 ,“ 复 变 函 数论 ”是 这 样 叙述 的 : 

假设 x(Czy,y),zCzyy) 在 点 zo = 二 zo 十 iy。 有 全 微分 . 当 考 虑 上 映射 中 二 十 iv 在 以 zo 为 中 心 
的 一 个 无 穷 小 加 上 的 线性 部 分 : 

i— ul = 0) + Wi(Y— ye) 


Aw|_ . A  - 
2 r 及 limarg =o 


(9 二 愉 ) 
区 


Li WA 


当 A= 二 hms 一 mls 天 0 时 , 式 (5-9) 的 逆 映 射 为 


/2 2772 


人 | 
(5— 10) 
?一 六 一 一 全 (一 加 ) 十 全 人 o 一 要 ) 
根据 式 (5 - 10) 可 以 断定 说 :以 点 z 为 中 心 的 一 个 圆周 在 映射 (5-9) 下 变换 以 点 ws 为 中 
心 的 一 个 椭圆 ， 
(m2 二 L2) (um—u): —2Cmm 十 工 工 7)( 一 xz 一 mm) 王 (2 十 五 ?) (一 四) =Ar’ 
2 
要 想 使 变换 (5 - 9) 把 一 个 圆周 仍 变换 成 一 圆周 ,那么 ,变换 (5 - 11) 的 系数 应 满足 关系 式 
Li 二 mr? 二 m; 十 了 一] 
mims + Eb» =0 
如 果 要 求 从 式 (5 - 9) 到 式 (5 -10) 或 由 式 (5 -10) 到 式 (5 -9) 的 映射 是 正 交 的 ,那么 A = 
, 网 应 该 为 一 个 正 交 矩 阵 , 并 且 有 


2 7722 


一 
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BB? 十 mi 二 L323 十 m2 = 二 Li 十 Li 二 mi 十 mi 二 1 Cy 
在 正 交 变换 下 ,求解 
L? 二 yn? 一 二 
a 
可 得 
i |1 wa 
| 0 7722 人 
i 二】 人 
iY 


其 中 A=Lim, — Ln ,将 式 (5 一 ]4) 代入 A= Lims — LL,mi ,有 


当 取 A = 二 1 时 ,由 式 (5 -14) ;可 得 


li 3m 
/> = 一 mi 
考虑 到 式 (5 -1) ,此 即 柯 西 - 黎 曼 条 件 
UW 
Ox "9Yy 
(5— 15.) 

Oo__ou 
Ox Oy 


可 见 , 复 变 函 数 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 (5 -15) ,实际 上 是 映射 w= f(z) 为 正 交 变换 的 条 件 ( 第 
一 类 保 角 映射 条 件 ). 此 时 


ea 2 


二 (名) ===1 


2 
因而 映射 的 伸缩 率 不 变 . 
在 保 圆 性 条 件 式 (5 -12) 下 ,有 
让 一 三 (十 io) 一 (十 1 加) 三 (一 0) 十 1 一 总 ) 
考虑 到 式 (5 -9) 有 


一 = (rC— x0 Fm ty = Wit (x 0 Tim (yO— 7 = 


因为 
5 = 人 二 i 至 = 局 十， 
又 亲本 ji i =ma im 


所 以 式 (5 -16) 又 可 写 为 
woO— wo = f (zo)(z— zo) (5— 17) 
从 几何 观点 来 看 ,这 个 线性 变换 不 外 乎 是 平行 移动 .旋转 或 相似 变形 . 由 此 可 以 得 出 结论 : 
要 想 一 个 在 点 z。 有 全 微分 的 单 值 函 数 f(z) 具有 不 等 于 零 的 导数 f(zo) 关 0, 其 必要 且 充 分 条 
件 是 , 当 限 于 只 考虑 变换 w = f(z) 的 线性 部 分 时 ,在 多 平面 上 对 应 z 平面 上 任 一 个 以 点 zo 为 


。 TF$ 。 
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中 心 的 圆周 的 曲线 是 一 个 以 点 wo = 二 f(zo) 为 中 心 的 圆周 ,并 且 其 环绕 方向 与 原 圆 周 相同 . 

具有 这 性 质 的 变换 叫 作 正 交 变换 ,因而 柯 西 - 黎 曼 条 件 就 是 变换 (5 - 9) 为 正 交 变换 的 条 
件 . 在 这 种 条 件 下 ,变换 w= f(z) 在 xs 具有 伸 长 的 固定 性 与 角度 的 不 变性 ,也 就 是 说 ,是 一 个 
保 角 映射 . 

在 以 上 论述 中 可 以 看 到 : 

复 变 了 肾 数 论 中 ,映射 w= f(z) 的 保 圆 性 与 保 角 性 是 一 致 的 .等 价 的 ,这 一 事实 可 归结 为 条 
件 (5 - 12) ;在 柯 西 - 黎 曼 条 件 (5 -15) 下 ,映射 双 =F(z) 在 任 一 点 z 的 伸缩 率 | f(z) | 王 1 所 
以 此 时 发 生 更 特殊 的 保 圆 性 一 一 圆 的 半径 不 发 生变 化 . 

(3) 保 角 映射 理论 的 道 癌 问题 是 已 经 给 定 了 区 域 D 与 D* ,要求 构成 一 个 困 数 , 它 作 出 把 
其 中 一 个 区 域 映 射 到 男 一 个 上 去 的 映射 . 

黎 曼 早已 解决 了 这 一 问题 . 


第 二 市 ” 超 变 函数 论 的 保 角 映射 


假设 给 定 了 一 个 把 空间 区 域 0 映射 到 某 一 空间 区 域 2” 上 去 的 连续 且 双 方 单 值 的 映射 : 
力 一 丰 Q) 一 KGCZ yzZ) 十 ICZyyyz) 十 jzGCZyyyZ) 
还 假定 图 数 &Cz,y,z),zCz,y,z),zwCzyyyz) 在 这 个 区 域 2 内 都 是 可 微 的 . 当 固 定 2 中 任 
一 点 Qu ,在 这 个 点 的 邻 域内 把 函数 u,v,w 的 增 量 用 它们 的 微分 来 代替 ,于 是 有 


Wh te ed BY Ser hpi 


9 A | (5 一 18) 


Pr py 


其 中 ,Ar= 二 V(r 一 X00) 十 (y 一 y0) 十 (z 一 20) ; 当 Ar 一 0 时 ,yi ,pz 73 都 趋 于 零 . 
当 在 式 (5 -18) 中 弃 去 项 jw Ar,wzArywsAr, 就 得 到 式 (5 - 18) 的 主要 线性 部 分 : 


下 一 :二 dt sr) 


Fs We + 名 全 二 加》 十 闻 (2 一 为 ) 


Da CH= 9 


wW— wo — Sz — zo) ty 
考虑 到 式 (5 -1), 式 (5 -19) 可 改写 为 
uu (T= Emi(ty— ym we) | 
UD = at — E07 my— YT nEO— Lo) (5 = 20) 
Ww 一 wo ee 
设 Q 二 zo 十 iyo 十 jzo 与 Po 二 wo 十 ivo 十 jwo 是 在 映射 式 (5-20) 下 相对 应 的 一 对 点 , 则 当 


Li 7721 nl 


e。 74 。 
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时 , 式 (5-20) 的 逆 映 可 以 表示 成 


ww Wo 7721 nl] 


1 
a 2 i mo Nis | = 
a tes 7723 ns 
1 
~—|[(u— wo) (mans — nm) ~— (Vv— vmns 一 nmdt (w= woe) (mn, — nims) | 


[a UW Uo nl 
I L,; v—w— nz|= 


La 入 二 WH 入 


A[- (uC— wo ) Ln — N23) 二 (b= wo0) (Cb ns 一 ni Ls )— (Ww — wwe (La Ns ee mL,) | 
Li mm] UW™ Wo 
zx 一 芒 二 六 /2 7722 也 Wy = 


Ls m3 _W 一 wo 
[uw) Lm EE ,RY Yh 
(5 -21) 


由 式 (5 - 21) 可 以 得 出 下 述 定理 . 
定理 5.1 当 A 和 0 时 ,变换 式 (5-20) 做 出 一 个 把 整个 2 空间 映射 到 整个 2 ”空间 上 去 


的 双 回 单 值 映射 . 
由 “线性 代数 ” 的 理论 知道 ,要 使 由 式 (5-20) 到 式 (5-21) 的 变换 是 (保持 序 向 的 ) 正 交 变 
换 , 则 
(1) 应 该 有 4 三 1, 此 时 式 (5-21) 成 为 
TT— To=—=(W— I (mens — noms) — (Vv— wm min — Wm ) + CW — To) (mi Ns — Wi Tis ) 


划一 区 宏一 《本 一 本 光一 让 一 


i = (UO— uo) (Lyms — yz Ls ) 《UU—= Vb: ms 一 miLs) 《wo— Ww) LEims — mi Lb,) 


《5 =21) 
此 时 ,矩阵 
Ls Wh 砚 
Ls My Ws 
La Ws -Ns 
是 正 交 矩阵 ,因而 
Li 十 mi 十 n? = 二 1 Es -a 
L2z 十 zz 十 ?2 一 1 或 mi 十 mi 十 m3 一 
Las 十 zi 十 ?3 三] 71 十 ?22 十 73: 一] 


可 见 , 上 面 两 组 平方 和 为 1 的 结果 是 等 价 的 ,是 可 以 互 换 的 . 
(2) 另 一 方面 看 , 式 (5 - 20) 的 正 交道 变换 结果 为 


“75 。 
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TO— ZXxo=Li(u mo) 二 Lv vo) tL (vw— wo) 
y— Yo =Mmi (um uo) 十 712z (vO— vw) ms (Ww — we) (5 ~ 22) 
z 一 Zoo 一 1 (UL 一 20) 十 1 (vO— vw) 二 ns (vwO— wo) 


比较 式 (5 - 21) 与 式 (5 - 22) 两 式 , 可 得 


要 一 17722723 一 1227723 9 ty Hi Ls Er L,ns . ni = 上 ,ms 二 m2 Ls 
Ls = Nms 一 hi Nts, 2 = ns — Nibss nz = Lami — mab 
Ls =mins — 12120287 ， ma 一 为] — Lins, ns = Lm — mL 


这 就 是 式 (5 -6) 所 示 的 超 变 男 数 的 解析 条 件 . 由 此 可 得 出 下 述 定理 . 
定理 $.2 硅 一 个 把 区 域 2 映射 到 2 ”上 的 双向 单 值 映射 : 
P=f(Q) 一 2UCzZzyyy2Z) 十 ICzyyyzZ) jw(r, yz) 


的 主要 线性 部 分 ,在 2 内 任何 一 点 的 邻 域内 都 是 保持 序 向 的 正 交 变换 , 则 其 充 要 条 件 是 映射 
P= 二 f(Q) 是 解析 映射 


解析 映射 是 否 就 是 保 角 映 射 呢 ? 或 者 由 定理 5. 2 又 可 以 说 ,是 否 保 持 序 向 的 正 交 变换 ,就 


是 保 角 映射 呢 ? 在 4 复 变 函 数论 》 那 里 ,回答 是 肯定 的 .那么 ,在 本 书 中 如 何 呢 ? 


定理 5.3 解析 映射 P= 二 Af(Q) 可 以 在 相差 一 个 无 穷 小 的 程度 内 ,把 无 限 小 的 球面 变换 成 


球面 . 


证 明 我们 可 以 肯定 地 说 : 以 点 Qu 为 中 心 的 一 个 球面 (zx 一 zo)? 十 (y 一 yo)” 十 


(z 一 z) 二 r ,在 映射 式 (5 -20) 下 变换 成 以 P。 为 中 心 的 一 个 椭 球 面 : 


Li(u—uo) 二 Li(v—v) 二 Li(wO— wo)’ 二 2LiL,(uC—wu)(v— vw)+ 
2LiLs(u— uo) (wo— wo) 二 2L,L3(v— v0) (wT— wo) 二 mi (wu -- uo)’ 十 
m2 (VO— Vo) mi(w om wo) 二 2mm (um uo (vo wv) 
2mimsa (uO— Uo) (wo wo) 二 + 2mma (VCO— Vo) (Ww CO— wo ) 十 
ni(uU—u) 二 nv—v) 二 ni(wO— vwo)’ 二 2nn (um— uw) (vO— vo) + 
2nina(U— uo) (wm wo) 2nna (vO— vo wo— wo) ==r (5 —23) 


要 使 式 (5 - 20) 把 一 个 球面 仍 变换 为 一 个 球面 ,其 必要 且 充 分 的 条 件 是 式 (5 - 23) 的 系数 


满足 关系 式 
十 mi 十 ni 二 局 十 mi 十 n2 = 二 Li 十 ms 十 ns 二 1 
LiL; mim, 十 1122 一 0 
(5=24) 
LiL;,Tmimst+nns =0 
LL 十 mzms 十 nsns 一 0 
这 就 是 超 变 函数 的 解析 条 件 . 也 就 是 说 , 超 变 函数 在 解析 的 条 件 下 具有 保 球 性 . 
定理 证 毕 . 
对 定理 5. 3 继续 讨论 时 ,可 分 两 种 情况 : 
(1) 当 取 P= f(Q) 的 解析 条 件 为 
i 十 mi 十 ni 三 下 十 m2 十 2 二 Li 十 m3 十 n3 二 1 
LiL 二 mim; 二 nn, =0 
C5 = 


LiLs mmns nins =0 
kos 十 m2 m3 十 NNs 二 0 


16 。 
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则 式 (5 - 20) 是 把 无 限 小 的 球面 变换 成 等 半径 的 球面 ,因而 是 正 交 变换 . 
(2) 当 取 P= f(Q) 的 解析 条 件 为 式 (5 -24) 时 ,将 证 明 , 式 (5 -20) 作出 的 是 相似 变换 . 事 
实 上 ,在 P= 二 ff(Q) 下 ,有 
上 -一下 和 十 区 ) 一 485 十 1 十 ji = (7) 1(v— mm) Tw— vio) 
将 式 (5 - 20) 代 进 上 式 得 
Pho=b(r— zo0) mi(y— yd ns 2 中 i (x — ma mi(y ~ ye} 
ins (zz— zo) 十 iL3(z 一 X00) 二 jms(yCO— yo) jns(z— zo) = 
haibs dar wd km ns my 
(ny TT 1 Wa 
由 超 变 函数 的 解析 条 件 式 (5 -2) ,有 
下 一 机 二 大 CQ 一 的 十 天 下 一 所 7 填 基 一 本 到 三 大 人 QQ 一 2 
从 几何 观点 看 ,变换 (5 - 26) 不 外 乎 是 平移 变换 .旋转 变换 ( 见 后 文 的 几何 解释 ) 或 相似 
变换 . 
显然 ,在 这 种 情况 下 ,映射 =f(Q) 在 Qu 具有 伸 长 率 | 广 (Qu) | 固定 性 和 角度 的 不 变性 . 
所 谓 角度 不 变性 ,是 指 2 空 间 内 过 Q 的 两 曲线 Ci 与 Cs 在 Qu 处 的 切线 夹 角 等 于 在 变换 
P= 二 了 f(Q) 下 ,其 映 象 在 2 ”空间 内 过 P。 的 两 曲线 也 与 Tr 在 Po 的 切线 夹 角 . 也 就 是 说 ,变换 
(5-20) 作出 了 一 个 保 角 映射 . 
以 上 叙述 ,可 归结 为 下 述 定理 ， 
定理 5.4 要 函数 P= 二 4(Q) 做 出 一 个 对 区 域 2 的 保 角 映射 ,其 必要 且 充 分 的 条 件 是 , 它 在 
这 个 区 域内 是 单 叶 的 、 解 析 的 ,并 且 了 (Q) 在 2 内 处 处 不 等 于 零 . 
定理 5.4 说 明了 在 超 变 函数 这 里 ,解析 映射 的 保 圆 性 与 保 角 性 是 一 致 的 、 等 价 的 . 
在 此 ,我 们 可 以 对 保 角 映射 的 两 个 基本 性 质 做 出 下 述 总 结 . 
在 解析 条 件 (5 -25) 下 ,有 
(1) 保 角 映射 在 可 以 相差 一 个 无 穷 小 的 程度 内 ,把 球面 变换 为 等 半径 的 球面 . 
(2) 保 角 映射 使 在 曲线 的 交点 处 曲线 所 成 的 角度 保持 不 变 ( 保 存 角 度 性 质 ). 
在 解析 条 件 (5 -24) 下 ,有 
(1) 保 角 映射 在 可 以 相差 一 个 无 穷 小 的 程度 内 ,把 球面 变换 为 伸缩 率 为 | F CQ) | 的 球面 . 
(2) 保 角 映射 也 具有 保存 角度 的 性 质 . 
现在 由 保 角 映射 的 理论 给 出 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 基本 定理 . 


2 2 
定理 5.5 如果 p(x，,y,z) 是 拉 普 拉 斯 方程 3- 轩 十 3- 罗 十 3- 轩 一 0 的 解 ,那么 , 当 oCzyy，z) 


由 一 保 角 映射 变 成 4,v,w 的 图 数 p(xy,oyw) ,这 个 函数 仍 将 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 


ep， ap， ap- 
Da or | Des 


证 明 设 P= f(Q) 一 & 十 也 十 jzp 为 一 保 角 映射 , 它 把 PCZ，y，Z) 变 成 My 了 Wy TU 的 函数 
9 (u,v,w) ,那么 


上 
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cp oP PP Pp. 
Ox Ow .x a on Ox 
a (5 27) 


Oy Ou 9y Tg Oy Ow Oy 


op PUM PW oP. 
oz Qu Bw OZ Te az | 


dg .oY Ee.M| Oe.P ap .aw) au 


Or’ Ou 909z: Ou or Door Ox Oudw 9x /or 
ap . 9 (2 .ou 过 本 or， 99. ey av 
Ov 9z- OvOu or QQv: ar -GvOw er1/arx 
dp .dw ES 2 到) C5 = 28) 
Ow Ox” OwOuUu OX Da ar Ow 9zx /zr 


9'g -3 .Fu (Fu Fp, du} og ,we) ou 


Oy’” Ou ay Bu’ ay udy ay udw ay Oy 
ap .ai Ea .og 09. si 
ov 9y OvOu 9y ao QQy 9row ar/ay 
ap .3w (ae . 弘 ap 名 十 全 .总 2a (5 — 29) 
Ow QOy’ OwOu Ody oo 0y Ow ay/ay 


2 


9-3p .ou Es i *) 尘 ++ 


Oz” Ou Oxz:’ Bu: Bxov Oz 9damw ay/Dz 
op Fy4 (Be Fg. Pm 9 an 
Ov Dz- OvOuU Oz ao Oz QOQvOw Ox /Ox 
ap dw /99 .A999 Wd99 .Ww 
Ow Oz: GB Be Se O 〇 > T = 之 9) 
A PE 
op oy a9 (ou 2 op Ov | Ov 
Ow” gy 和 Dz- -p+ (2 Te 


2 ; 2 . 2 . 2 2 2 
ge te + 
2 2 2 2 2 2 
| Te) | Ge) tl) om) 
O'p /du dv , Ou Ov , Ou dv 

DO 人 Oz dyay -二 

Big /du dw du dw du Ow 

= Gr Oy oy de 至 

i 全 下 (5 -3D 
由 假设 P==f(Q) = 二 wu 十 iv 十 jw 是 解析 函数 , 则 式 (5 一 31) 的 第 1 一 3 项 皆 为 0; 第 4 一 6 项 


(QQ) 上 (人 村 十 全 轩 十 公允) (并 注意 到 | 了 (Q) |* 关 0) 


由 原始 综合 解析 条 件 式 (5 -2) 得 


和 


第 五 章 超 变 函数 的 保 角 映射 


Ls mhs 十 无。 一 站 
LsLs msms+ nzsns:=0 
LiLs mimsT nins 一 0 
并 注意 到 式 (5 - 1) ,就 可 以 知道 式 (5 -31) 式 中 的 第 7 ~ 9 各 项 皆 为 零 . 
于 是 可 以 得 出 ,在 保 角 的 点 处 ,有 
该 定理 的 得 证 ,这 说 明 :一 个 拉 普 拉 斯 方程 的 解 , 经 保 角 映 射 后 ,仍然 是 相应 的 拉 普 拉 斯 方 
程 的 解 . 


第 三 节 。 保 角 映射 的 几何 表示 


由 于 任 一 非 零 的 超 复 数 有 两 个 幅 角 一 一 锥 角 9 和 扇 角 op( 见 图 5-1) ,因此 ,在 几何 地 表示 
解析 映射 的 保 角 性 时 ,就 比 复 变 函数 中 的 问题 复杂 得 多 . : 

假定 0 空间 内 过 Q, 的 两 条 相交 线 C 与 C; 都 位 
于 中 心 为 Qi ,半径 为 r 的 球面 上 ,这 个 假定 是 不 失 一 
般 性 的 ,因为 在 Qu 的 任意 小 的 邻 域内 ,这 样 的 球面 总 
是 存在 的 . 

先 在 2 空间 内 如 图 5-2 所 示 的 那样 ,安排 一 个 过 
Q& 的 球 ( 中 心 为 Qi ,半径 为 r) 面 , 过 它 的 南 .北极 Sj 
与 Ni 作 平 行 于 TOy 平面 的 切 平面 a1 及 a;. 在 Qu 处 ， 
曲线 Cl 及 C; 的 切线 与 a, 相交 于 Bi 及 Ai ;通过 北极 
Ni 及 Qu. 的 直线 交 ww 于 N ;过 Ai,B, 分 别 作 平行 于 
NiN 的 直线 交 c 于 AB . 

由 球 极 投影 的 知识 ,可 以 得 出 图 5-1 球 坐 标 表 达 式 

DD = = NB 


图 5-2 保 角 映射 示意 图 


当 P= 二 了 (Q) 是 解析 映射 时 ,由 定理 5-4 知 , 它 在 Q 处 做 出 的 映射 的 伸缩 率 为 | f CQ ) |， 
并 且 映 射 是 保 角 映 射 . 据 此 ,可 以 按 下 述 方 式 做 出 在 2 空间 内 过 Qu。 的 球 ( 中 心 为 O1 ,半径 为 7) 


“ TH 


超 变 函 数论 基础 


面 , 到 2 ”空间 的 映像 球面 O，. 

设 在 P=f(Q) 下 ,Qu 映射 到 0Q* 空间 的 点 Po. 延长 N'P,( 本 章 假 定 |f(Q,) | 二 1) 到 NN;， 
且 使 N; 到 平面 a 的 垂直 距离 为 | f(Q,) 1。r, 记 S; 为 该 垂 线 在 w 上 的 垂 足 . 现在 以 N,S, 为 
直径 作 过 P。 的 球面 ( 球 心 为 0:) ,如 此 可 知 N 和 S; 就 是 球 0, 的 极点 ;过 N, 作 球 O, 的 切 平 
面 8, 在 ci 内 延长 NA 到 NA 使 NA 的 长 为 NA 长 的 | PFCQ) | 倍 , 以 同样 的 倍数 延长 
NB 到 NB 3; 作 AA,NN BEB, 交 8 于 A,,B,, 连 P,A, 及 PoB,. 如此, 我们 做 出 了 过 Po 点 
的 球 O, 的 球 极 投影 . 

由 于 解析 映射 P= 了 f(Q) 具有 伸缩 率 不 变性 , 故 知 左边 的 球 极 投影 图 形 与 右边 的 球 极 投 影 
图 形 是 相似 的 ,相似 比 即 为 | 7(Q) |. 因 在 右边 的 球 极 投影 中 AQ, 及 ANi 为 由 球 外 一 点 A 
出 发 的 到 球面 的 两 条 切线 ,所 以 AQ =A,Ni .同样 的 道理 ,BiQ =BNi. 于 是 ,由 左 、 右 两 图 
形 的 相似 性 知 ,A: P, == A; NN;, 而 AN 是 球 外 一 点 出 发 的 到 球 0; 面 上 的 切线 ; 由 A;P。 = 
AsNN;, 且 Po 为 球 O; 面 上 的 一 点 可 知 ,A;Po 为 球 O; 面 的 切线 , 故 在 球 O, 面 上 必 有 过 Po 的 曲 
线 Tf, 它 以 A,P, 为 切线 . 同样 的 道理 , 必 有 过 Po 的 曲线 书 , 它 以 B, P, 为 切线 . 

由 左 、 右 两 球 极 投影 的 相似 性 知 ~A, P,B, = 二 人 A1Q,Bi, 由 此 可 知 工 和 TT 就 是 Ci 与 CC 
的 映像 . 

如 此 ,我 们 对 解析 映射 即 保 角 映射 做 出 了 几何 解释 . 

在 完成 这 个 映射 的 过 程 中 ,可 以 知道 0 空间 的 O1Q, 是 经 平移 ` 放 大 、 旋 转 一 个 扇 角 Ap 及 
一 个 锥 角 Ab 而 成 为 O;Po. 其 实 也 就 是 Orzyz 坐标 系 经 同样 的 平移 和 旋转 而 成 为 Ouvw 坐 
标 系 . 

在 此 要 指出 的 是 :对 超 复 数 而 言 , 让 超 复数 相 乘 就 是 多 值 的 . 因而 ( 除 P=f(Q) =Q+Q。 
外 ) 超 变 天 数 的 映射 是 多 值 的 , 即 在 也 =FCQ) 下 ,同一 个 Qu 对 应 的 已 是 多 值 的 (Po ,Pu ,…， 
Pu ,…). 因而 2 中 过 Q。 的 球面 在 保 角 映射 下 ,映射 为 (过 Pu ,Pis,…,Po,，… 的)07 07 ，…， 
02; ,… 中 的 一 个 确定 的 球面 ,显然 这 样 的 球面 是 众多 的 . 
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第 六 芋 关于 三 维 调 和 问 量 场 的 完备 的 数学 观 


内 容 提 要 随便 翻 开 一 本 流体 力学 教科 书 , 便 可 发 现 其 只 给 出 了 二 维 流 函 数 的 解析 表达 
式 .关于 三 维 流 函 数 ,只 有 它 所 满足 的 偏 微 分 方程 而 未 能 给 出 三 维 流 卫 数 的 解析 表达 式 .有些 
学 者 (例如 J 贝尔 ) 企 图 解决 三 维 流 函数 问题 ,但 是 由 于 缺乏 应 有 的 数学 工具 而 不 得 要 领 “ 超 
变 困 数论 "产生 后 ,就 为 三 维 回 量 场 的 完备 理论 提供 了 新 的 数学 工具 . 本 章 将 应 用 这 些 新 的 数 
学 工具 重点 对 本 贝尔 人 《多 孔 介 质 流体 力学 ?的 作者 ) 的 理论 提出 修正 的 意见 ,并 且 由 此 引出 三 
维 调 和 回 量 场 的 完整 理论 的 数学 观念 : 场 中 存在 3 个 度 ( 散 度 、 旋 度 、 副 冲 量度 ) ;3 个 函数 ( 势 
限 数 、 流 函数 、 副 冲 量 浮 数 ) ;3 个 曲线 ( 流 线 、 涡 旋 线 、 副 冲 量 线 ). 由 等 势 面 族 、 等 流 面 族 及 等 副 
冲 量 面 族 构成 了 三 维 向 量 场 中 的 “ 屋 式 网 格 ”( 由 正 交 的 曲面 围 成 的 六 面体 ), 它 对 研究 三 维 向 
量 场 的 意义 就 如 同 用 “ 流 网 ”研究 二 维 向 量 场 一 样 重要 . 


引 


目前 数学 上 关于 三 维 向 量 场 的 认识 因 存 在 工具 上 的 不 足 而 难得 深入 和 人 全面. 人们 借助 于 
多 种 工具 企图 去 解决 三 维 癌 量 场 的 诸 般 问题 .但 是 ,只 要 认识 不 到 在 三 维 向 量 场 中 存在 副 冲 量 
度 vdbi4 及 相应 的 副 冲 量 函 数 ,对 三 维 向 量 场 的 认识 就 不 会 是 完备 的 . 

这 里 先 提出 一 个 对 称 性 原则 ,就 是 说 ,二 维 向 量 场 有 散 度 和 旋 度 ;这 两 个 度 分 别 对 应 两 个 
( 共 思 e) 调 稍 数 , 即 流 消 数 和 势 浮 数 ; 流 阴 数 和 势 阴 数 又 满足 基于 “二 元 数 ”" 上 的 “ 复 变 函数 ”的 
解析 ( 柯 西 - 黎 曼 ) 条 件 , 这 就 是 我 们 所 说 的 对 称 性 ;到 了 三 维 向 量 场 ,理应 存在 3 个 “ 度 ” 及 3 个 
相应 的 函数 . 而 且 , 这 3 个 函数 理应 满足 基于 “三 元 数 ”" 上 的 “ 超 变 函数 ”的 解析 条 件 , 如 此 才 是 
对 称 的 .但 是 ,目前 对 三 维 向 量 场 的 上 述 的 对 称 性 尚未 认识 清楚 . 

本 章 将 从 数学 上 给 出 三 维 向 量 场 的 完备 理论 . 在 那里 ,现实 与 宇宙 通则 是 和 谐 的 . 

本 章 重 点 讨论 了 三 维 调 和 向 量 场 的 “ 屋 式 网 格 ”, 它 是 二 维 调 和 向 量 场 的 “ 流 网 ”概念 的 推 
广 “ 屋 式 网 格 ? 是 “ 超 变 明 数论 ?在 物理 学 的 应 用 上 的 重要 结果 ,在 其 上 可 以 对 三 维 向 量 场 作 全 
面 的 研究 .应 该 说 ,我 们 的 工作 得 益 于 J. 贝 尔 的 研究 成 果 , 是 从 本 .贝尔 成 果 中 吸取 了 其 合理 因 
素 才 引出 了 “ 屋 式 网 格 ” 的 概念 . 不 同 的 是 ,J. 贝尔 理论 中 缺少 副 冲 量 函数 的 概念 . 

此 外 ,由 于 副 冲 量度 的 存在 ,使 我 们 得 以 揭示 汗 流 的 形成 机 理 ;还 可 使 我 们 有 理由 在 麦克 
斯 韦 电磁 (微分 ) 方 程 组 中 补充 与 坡 印 享 向 量 的 副 冲 量度 有 关 的 概念 ,从 而 可 以 给 出 “ 波 粒 二 重 
性 ”的 统一 表达 . 对 此 ,将 在 以 后 时 间 里 与 数学 .物理 界 的 学 者 进一步 地 共同 研究 这 个 课题 . 


第 一 市 ”二 维 向 量 场 在 数学 上 是 完备 的 


设 有 二 维 向 量 场 A = 二 A,i 十 A,ji 在 平面 某 区 域内 
A DA 


rot4 = 二 一 一 一 一 一 二 0 
OX Oy 


QU 


。83。 


超 变 函 数论 基础 


时 ,这 说 明 A.dz 十 A,dy 是 势 函 数 


M 
em = Rd oA lly 


的 全 微分 . 因而 有 
22 一 op 一 
A,,， Sy A, (6 = 1) 
当 在 该 区 域内 
A 
divA = 十 By 一 0 


时 ,这 说 明 一 A,dz 十 A.dy 是 流 浮 数 
AM 
RC -| 二 交 寺 站 面 


0 


的 全 微分 .因而 有 
ER YW 
dh hk (6 -2) 
比较 式 (6 -1), 式 (6 -2), 有 
op _%Y 
OX Oy 
(6 =:3) 
ap __% 
Oy Ox 


于 是 可 知 ,在 无 源 无 旋 平面 向 量 场 中 ,可 由 rotA ==0 得 出 势 男 数 g(x,y), 又 可 由 divA 二 0 
得 出 流 殴 数 y(z,y), 且 流 函 数 和 势 函 数 是 共 轿 调和 也 数 . 换 句 话说 ,在 平面 (调和 ) 向 量 场 中 ， 
存在 流 函 数 和 势 郴 数 , 它 们 满足 复 变 函数 论 中 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 这 里 表现 出 复 变 函数 论 与 场 
论 的 密切 联系 . 

等 势 线 多 一 页 5 本 一 人 9 和 流 末 数 线 更 一 包 ,更 一 已 … 构成 平面 流动 的 特征 网 , 即 流 网 . 在 
流 网 上 ,可 以 得 到 

(el 


也 就 是 说 , 流 线 与 等 势 线 在 它们 的 交点 处 是 正 交 的 ( 见 图 6 - 1). 


D=0, DD=0, 


中 三 C3 


图 6-1 二 维 流 网 图 


根据 不 可 压缩 理想 流体 的 平面 无 旋 流动 中 ,动能 、 压 力 差 \ 位 势能 之 和 恒定 的 原理 ,将 流 函 
数 和 速度 势 结 合 运用 ,可 以 分 析 流 速 、 压 力 平面 的 分 布 规律 . 又 由 于 流 函 数 及 速度 势 函数 都 满 
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第 六 章 关于 三 维 调和 向 量 场 的 完备 的 数学 观 


足 拉 普 拉 斯 方程 ( 即 为 调和 也 数 ) ,而 调和 函数 满足 线性 全 加 性 , 故 简单 的 平面 无 旋 流动 可 以 于 
加 为 复杂 的 平面 无 旋 流动 . 由 于 式 (6 -3) 的 关系 ,平面 向 量 场 又 可 借用 复 变 函数 论 的 方法 处 理 
回 量 方法 难于 处 理 的 问题 ,例如 : 保 角 映射 , 边 值 问题 …… 

如 此 * 研 究 二 维 回 量 场 的 数学 工具 就 很 完善 了 . 


第 二 节 “三维 向 量 场 的 数学 基础 


设 有 回 量 场 4=A4A,.(Cy,z)z 十 A,Czyyz)J 十 A.(Czyyz)K, 我 们 使 用 表 6-1 所 示 的 对 照 
表 来 说 明 目 前 关于 三 维 癌 量 场 的 理论 的 不 完善 性 . 


表 6-1 运算 类 的 完备 扩展 


积分 形式 |a * tdL I “ndS 有 由 4 * BdV 


2 


|A:dz | (yds — Acdy dydz 
L n 


[> 


引出 的 积分 类 玫 |A， y | Aidr — A,dz)dzdz 
L 0 
A.dz | (4dy—Aydr)dzrdy 
, 0 
i J Kk gk 
微分 形式 -| roth = | 兴 二 立 az ay az | sdbiA =? 
入 。 疾 ，。 六 
斯 托 克 斯 公式 
a pav = lr 
相应 的 定理 ha 。 tdL = ||rotAds | P ~ 
L 区 
势 滑 数 


副 冲 量 顶 数 


w=7? 


ry M 
相应 的 函数 | _ | Aidr+ Aydyt A.dz 


0 


这 张 表 的 全 部 内 容 反 映 了 三 维 癌 量 场 的 对 称 性 ,也 可 以 说 是 其 理论 的 完备 性 . 
第 二 章 已 经 解决 了 这 些 问 题 , 即 三 维 势 函数 : 


M 
w=| Pr (6 -4) 
Mi 
及 副 冲 量 男 数 : 


M 
W(X yy ZI) = | 二 (6—5) 


0 


有 了 势 荫 数 和 副 冲 量 也 数 ,再 根据 超 变 函数 的 解析 条 件 有 下 式 
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超 变 函 数论 基础 


其 中 


此 即 三 维 流 函 数 的 解析 表达 式 . 


dy+ ( 


OX Oy 


OZ Oy 


) dz 


(0 = 8) 


如 果 在 问 量 场 A 中 恒 有 divA= 二 0 ,rotA 二 0,vdbih 二 0, 则 称 此 癌 量 场 为 调和 场 .在 三 维 调和 
场 中 , 势 国 数 x 流 图 数 w、 副 冲 量 男 数 ww, 满 足 超 变 也 数 的 解析 条 件 . 
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第 六 章 关于 三 维 调和 向 量 场 的 完备 的 数学 观 


第 三 节 对 三 维 调和 癌 量 场 的 完善 认识 


复 变 天 数 论 与 平面 向 量 场 的 和 谐 性 一 到 了 三 维 空间 就 不 见 了 . 有 的 物理 学 家 甚至 宣布 说 ， 
不 存在 三 维 流 函数 ! 但 是 ,人 们 已 经 看 到 :应 用 超 变 函数 的 理论 ,我 们 不 但 证 明了 三 维 流 阴 数 
的 存在 性 ,而 且 给 出 了 三 维 流 函 数 的 解析 表达 式 . 在 “流体 力学 ”的 理论 中 (就 二 维 平 面 场 而 
论 ) ,根据 不 可 压缩 理想 流体 的 平面 二 维 无 旋 流 动 中 动能 .压力 差 、 位 势能 之 和 恒定 的 原理 ,再 
将 流沙 数 和 势 函 数 结合 运用 ,可 以 分 析 流 速 、 压 力 平面 的 分 布 规律 ;又 说 ,二 维 流动 中 通过 两 条 
流 线 间 单 位 厚度 的 体积 流量 等 于 两 条 流 线 上 流 函 数 之 差 . 可 见 , 有 了 三 维 流 涌 数 的 解析 表达 
式 , 它 对 研究 流速 场 的 意义 是 多 么 重大 . 至 于 ,人 们 尚未 使 用 的 副 冲 量 男 数 ,本 节 中 ,笔者 将 使 
人 们 看 到 ,三 维 副 冲 量 函 数 的 发 现 将 使 关于 “ 场 ” 的 理论 发 生 原 则 性 的 变化 . 为 此 ,首先 给 出 下 
面 的 定理 . 

定理 6.1 在 某 空 间 单 连 通 域内 超 变 消 数 

ff(Q) =u(x,y2) 10(r 92) 十 ]zGZzyyZ) 一 2 十 也 十 jz 

的 解析 条 件 式 (6 - 7) 与 在 该 域内 可 微 的 三 曲面 (xz,y,z),v(z,y,z),w(z,，y,z) 的 正 交 条 件 
等 价 . 

1.J. 贝尔 关于 三 维 流 函数 的 论述 

预备 知识 :和 失 性 函数 的 微分 . 

如 图 6- 2 所 示 , 设 有 矢 性 函数 A ==A(), 则 微分 dA 的 坐标 表示 为 

dA =dA,i 二 + dA, + dA.k 
特别 地 ,对 于 矢 性 函数 r= 二 五 十 十 冰 , 有 dr 二 dxi 十 dwyj 十 dxk, 并 且 它 位 于 曲线 的 切线 上 . 


图 6-2 矢 性 函数 求 导 示 意图 


为 了 用 图 形 表 示 问 量 场 ,人 们 引入 “ 力 线 ”的 概念 :如 果 曲 线 c 上 每 一 点 的 切线 与 向 量 场 在 
这 一 点 重合 ,那么 曲线 c 就 称 为 向 量 场 的 力 线 ; 
因为 向 量 dr 和 场 在 这 点 的 回 量 a = 二 ai 十 a,j 十 a:k 平行 ,所 以 a X dr 二 0, 即 
dr _dy_dz 


现在 来 记录 ]. 贝尔 关于 三 维 流 也 数 的 主要 理论 . 
定义 6.1 如 果 瞬 时 曲线 上 每 一 点 的 切线 方向 也 就 是 流体 在 该 点 的 速度 方向 , 则 此 曲线 


即 为 流 线 . 
所 以 ,根据 预备 知识 可 知 ,一 流 线 的 数学 表达 式 为 
有 C6 = 
dr dy qd: 


其 中 9 比 流 量 和 一 {gz dy ,Gz- } ;并 且 其 各 分 量 皆 为 某 时 刻 to 的 坐标 函数 . 


“ 


超 变 函 数论 基础 


J. 贝尔 认为 该 空间 流 线 是 两 个 流 面 
A=A(x,y;z) = const 
CO 
的 交 线 . 交 线 上 任 一 点 的 切线 方向 即 为 流速 方向 ( 见 图 6-2). 由 于 在 每 一 流 面 上 对 应 的 流 函 数 
是 常数 ,而 且 流 动 方 向 与 该 曲面 相 切 , 则 有 
q = (qr ,4y»,4:) 


应 与 两 流 面 的 法 向 量 
(9 BA _ (ex 9 2 
ol Be a " 2 | 
垂直 . 故 有 
OX OA Gh 9x. 9x 7 
dz OX Tq Oy Ta Ox "gq OX Tg Oy “nh OZ ” 


通过 解 这 两 联 立 方程 ,可 消去 比 流量 的 3 个 分 量 中 的 任何 一 个 ,从 而 得 出 


人 
全 
由 上 述 比 例 式 (按说 由 上 面 的 比例 式 得 出 的 下 式 中 应 添加 一 比例 数 .了 贝尔 认为 ,不 失 一 


般 性 可 认为 该 比例 数 为 1( 在 定常 流动 中 ) ,可 得 


Sl He ls 


07= EQ) 


Ny 


yl Yl ol 
Sp RE YR 
| | 


RR RR eR 


比 流量 又 可 记 为 gq = 二 gradA X gradx 二 {9; ,qy，,q:}). 
由 于 4g 王 一 gradp,op 是 比 流量 势 式 (6 - 10) ,又 可 记 为 


_Loap -和 oo _ ocx 
OX OOyoz oz Oy 


oo_Ax_Adx 
Oy Or Br Os 


0_Ax_ A 
Ox OrOy DR 


这 就 是 儿 .贝尔 的 关于 三 维 流 了 区 数 的 理论 . 可 以 发 现 其 内 存在 两 大 问题 : 
问题 一 :J. 贝尔 认为 空间 流 线 是 两 个 流 面 
A=A(xsy 2) = Const 
y= Yr y =o0nst 
的 交 线 . 这 显然 是 个 错误 的 的 概念 . 为 什么 ”我 们 知道 ,在 同一 流 场 中 ,两 等 流 面 是 不 可 能 相 
交 的 . 
问题 二 :J. 贝尔 并 未 给 出 三 维 流 函 数 的 解析 表达 式 , 只 给 出 了 (他 认为 的 ) 流 函 数 所 满足 
的 偶 微 分 表达 式 . 
其 实 ,现今 科 学 知 缺 少 " 场 论 ”第 三 定理 及 构建 于 三 元 超 复 数 系 上 的 “ 超 变 函 数论 ”的 话 ， 
就 不 可 能 有 三 维 流 函 数 的 解析 表达 式 及 关于 三 维 向 量 场 的 完善 理论 . 
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2.“ 超 变 函 数论 ”对 J. 贝尔 理论 的 修正 
可 以 发 现 式 (6 -10) 类 似 于 超 变 函数 的 解析 条 件 式 (6 -7) 中 的 3 个 方程 : 


比 流量 势 p 实际 上 就 是 超 变 函数 中 的 流 函 数 v, 在 差 一 个 负 号 时 , 比 流量 就 是 四 量 


(名 ;各 ;她 ): 故 按照 设 定 的 符号 , 比 流量 gq 二 一 gradw X gradu. 

在 这 里 可 以 看 ,如 果 视 和 二 (x,y,z) 二 const 为 势 面 ,x 二 x(zx,y,z) 二 const 为 副 冲 量 弄 就 
一 切 都 合理 起 来 了 . 

众所周知 ,在 二 维 ( 调 和 ) 流 场 中 由 等 势 线 和 等 流 线 围 成 的 “ 流 网 ”( 对 人 研究 二 维 流 场 的 性 
态 ) 是 个 重要 的 工具 ;现在 , 当 为 三 维 (调和 ) 流 场 补充 了 副 冲 量 面 后 就 可 以 由 一 对 流 面 、 一 对 
势 面 和 一 对 副 冲 量 面 围 成 “ 屋 式 网 格 ”.“ 屋 式 网 格 ” 必 将 成 为 研究 三 维 流 场 的 性 态 的 重要 
工具 ， 

我 们 对 J. 贝尔 理论 的 开拓 性 认识 就 始 于 这 一 “ 屋 式 网 格 ” 实际 上 ,“ 屋 式 网 格 ” 是 由 3 个 
管 ( 流 管 . 势 管 及 副 冲 量 管 ) 正 交 而 成 的 .J. 贝尔 只 研究 了 流 管 ,现在 对 势 管 及 副 冲 量 管 做 相应 
的 研究 ,将 会 得 出 什么 结果 呢 ? 

3. 对 J]. 贝尔 理论 的 推广 

由 流体 力学 知 , 对 涡 旋 线 ( 在 定常 流动 中 ) 有 下 述 定义 . 

定义 6.2 一 条 曲线 上 的 每 一 点 的 切线 与 位 于 该 点 的 流体 微 团 的 涡 量 W 的 方 品 相同 ( 见 
图 6 -3), 则 称 其 为 涡 线 . 

按 J. 贝尔 理论 有 下 列 微分 方程 组 : 

dr_dy_dz (= 11) 
"ee 
其 中 
p= DEny) TT p(T Ys 2 

为 流速 场 的 比 旋 量 (又 可 称 为 比 势 量 ), 且 它 与 流 场 的 旋 度 有 关 . 


图 6-3 流 线 ( 副 冲 量 线 也 使 用 此 图 ) 图 6-4 涡 线 


由 本 .贝尔 的 方法 ,对 涡 线 (我 们 也 称 其 为 势 线 , 见 图 6-4) 微分 方程 组 (6-11) 可 以 给 出 以 
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下 结果 . 
第 一 , 涡 线 是 流 面 与 副 冲 量 面 的 交 线 ( 见 图 6-5); 第 二 ,由 此 可 得 ( 见 式 (6 -7) 中 3 个 方 
程 ): 


OU _ oow Ow 9v 


可 以 引入 势 限 数 的 梯度 向 量 
p=—=— gradv X gradw 


称 为 比 势 量 , 比 势 量 就 是 向 量 


Fret 


副 冲 量 线 


现在 ,对 流体 力学 要 补充 下 述 定义 . 
定义 6.3 ” 副 冲 量 线 是 这 样 一 条 曲线 ,这 条 曲线 上 的 每 一 点 的 切线 与 位 于 该 点 的 流体 微 
团 的 副 冲 量度 R 方 向 相同 ,其 微分 方程 组 为 


二 (6 -12) 
条 下 六 < 


其 中 
二 
为 流速 场 的 比 副 冲 量 , 且 它 与 流 场 的 副 冲 量度 有 关 . 
同样 , 按 本. 贝尔 的 方法 ,由 微分 方程 组 (6 - 12) 可 以 得 出 以 下 结果 . 
第 一 , 副 冲 量 线 是 势 面 与 流 面 的 交 线 ;第 二 ,由 此 可 得 ( 见 式 (6 -7) 中 3 个 方程 ): 


OW OU AYV OVAu 


引入 副 冲 量 函 数 的 梯度 向 量 , 其 中 比 冲 量 1 一 一 gradu X gradv, 比 冲 量 就 是 向 
Ow GO Ow 
| 


Ox "Oy ' Oz 
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由 以 上 的 叙述 ,可 得 

定理 6.2 在 三 维 流速 调和 场 内 的 任 一 点 处 存在 正 交 的 3 条 曲线 : 涡 线 (或 说 是 势 线 ) ` 流 
线 、 副 冲 量 线 及 比 流量 、 比 势 量 、 比 冲 量 3 个 向 量 . 

以 上 所 述 是 对 三 维 流速 场 (更 一 般 说 是 三 维 调和 向 量 场 ) 给 出 的 完善 的 数学 认识 : 场 中 存 
在 3 个 度 ( 散 度 、 旋 度 、 副 冲 量度 ) ,3 个 函数 ( 势 函 数 、 流 函数 、 副 冲 量 也 数 ) ,3 个 曲线 ( 流 线 、 涡 
旋 线 、 副 冲 量 线 ). 由 等 势 面 族 、 等 流 面 族 及 等 副 冲 量 面 族 构 成 了 三 维 癌 量 场 中 的 “ 屋 式 网 
格 ”( 由 正 交 的 曲面 围 成 的 六 面体 ), 它 对 研究 三 维 向 量 场 的 意义 就 如 同 用 “ 流 网 ”人 研究 二 维 问 
量 场 一 样 的 重要 . 

对 J. 贝尔 理论 的 修正 结果 , 即 在 他 给 出 的 比 流量 概念 的 基础 上 很 目 然 地 拓 广 出 比 势 量 、 
比 副 冲 量 的 概念 ,而 且 自 然 和 谐 地 进入 “ 超 变 函数 论 ”的 领域 . 即 , 由 J. 贝尔 的 比 流量 及 拓 广 出 
的 比 势 量 、 比 副 冲 量 等 概念 所 得 之 9 个 偏 微分 方程 恰好 就 是 超 变 孔 数 的 解析 条 件 . 这 不 但 为 三 
维 流 场 提供 了 完善 的 理论 ,而 且 又 反 证 了 “ 超 变 函数 论 基础 ”体系 的 正确 性 及 其 广泛 应 用 的 实 


第 四 市 “ 屋 式 网 格 ” 做 进一步 的 研究 


回忆 一 下 有 关 二 维 向 量 场 的 “ 流 网 ”概念 想必 是 有 益 的 . 因为 在 “ 流 网 ”上 ,可 以 分 析 场 中 
任何 一 个 局 部 处 的 势 男 数 与 流 函 数 ,以 及 由 它们 引出 的 各 样 的 物理 问题 . 


设 有 二 维 问 量 场 A=A,i 二 A, 
在 平面 某 区 域内 ， 
rotA 人 一 二 0 
这 说 明 Adz 十 A,dy 是 势 郴 数 


NM 
p79) =|, Adz 二 Ady 


的 全 微分 , 即 dp = A,dz 十 A,dy. 
当 在 该 区 域内 ， 
divA = 人 :二 全 一 0 
这 说 明 一 A,dz 十 A.dy 是 流明 数 
i 直人 Le 
的 全 究 半 。 冯 dpergy 一 一 各 dr 二 六 yy 
众所周知 ,在 二 维 向 量 场 4 二 A,i 十 A,j 中 , 穿 过 场 中 曲线 AB 的 通 量 及 沿 着 AB 的 环 量 分 
别 为 
N= |A.dy—A,dzr = | dy =9s —g 
入 入 (6 — 13) 
r= |Asdr+A,dy= |dp=gs — 9p 


在 “ 流 网 ”上 ( 见 图 6-6) 继续 讨论 上 式 的 意义 . 


。, qi 


超 变 函 数论 基础 


设 A,B 为 两 条 流 线 y1,y 上 的 两 个 点 (为 简化 起 见 ,A,B 两 点 也 为 等 势 线 p1 yp; 上 的 两 
点 ) ,AB 表示 连接 这 两 点 的 任意 曲线 弧 , 则 由 式 (6-13) 知 ,在 无 源 .无 旋 场 中 穿 过 弧 AB 的 流量 
过 NN 二 ys 一 ya; 沿 着 AB 的 环 量 和 耻 = ps 一 pa. 也 就 是 说 ,二 维 流动 中 两 条 流 线 间 单位 厚度 通过 
的 体积 流量 就 等 于 该 弧 两 端点 上 流 函 数值 之 差 ; 同 样 , 沿 AB 弧 上 的 速度 环 量 就 等 于 该 弧 两 端 
点 上 速度 势 之 差 . 二 维 流 场 中 这 一 和 谐 的 概念 ,推广 到 三 维 (调和 ) 向 量 场 时 是 否 仍 然 如 此 地 
和 谐 呢 ?回答 是 肯定 的 . 


图 6-6 二 维 场 通 量 和 环 量 计算 图 


J. 贝尔 在 《多孔 介 质 流 体力 学 》 中 讨论 了 三 维 流 函数 的 物理 意义 . 为 此 ,他 给 出 了 由 4 个 流 
面 构 成 的 空间 流 管 ( 见 图 6 -7). 


图 6-7 J 贝尔 流 管 


图 6 -7 中 阴影 部 分 表示 空间 流 管 的 横 截 面 ( 在 垂直 于 流 线 的 曲面 上 ) 的 面积 dS, 通 过 该 
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QQ 一 一 | q* dS, dS=dvdysing 
(AS) 


= , ,] 一 dx 有 加 _d oe 
|| 二 | grady | | grada | sin0 ， gradx eer gradA eB 


A 人 十 人 AA A 
| sinzgdydu 一 一 | | dy = ByAl=— (ys—My(ys i) 
(AS) 9 x 


sing 
CT 

如 何 评价 J. 贝尔 关于 三 维 流 果 数 的 物理 意义 的 上 述 观点 呢 ? 

前 已 叙 及 ,在 流体 不 可 压缩 的 空间 内 , 任 两 流 面 是 不 能 相交 的 . 因而 构成 三 维 流 管 的 4 张 
曲面 应 该 是 一 对 等 副 冲 量 面 w(J. 贝尔 用 的 符号 是 xX, 且 把 它 也 视 为 流 消 数 ) 和 一 对 等 势 面 
u(J. 贝尔 用 的 符号 是 ,和 且 也 把 它 也 视 为 流 函 数 ). 这 与 J. 贝尔 观 点 有 原则 性 的 差别 . 

J. 贝 尔 是 在 曲面 斜 交 的 情况 下 进行 推导 的 . 

由 于 JJ 册 尔 不 知道 在 三 维 癌 量 场 中 尚 存在 副 冲 量 果 数 ,因而 就 不 可 能 研究 三 维 势 量 管 及 
三 维 副 冲 量 管 及 其 连带 的 物理 意义 . 

在 曲面 正 交 的 情况 下 (在 曲线 坐标 系 中 ) 给 出 下 述 定义 . 

定义 6.4 由 两 等 势 面 和 两 等 副 冲 量 面 围 成 的 管状 体 称 为 空间 流 管 ;由 两 等 流 面 和 两 等 
势 面 围 成 的 管状 体 称 为 空间 副 冲 量 管 ; 称 由 两 等 流 面 和 两 等 副 冲 量 面 围 成 的 管状 体 称 为 空间 
势 量 管 . 

图 6-8 中 ,曲面 ABCD 及 EFGH 为 一 对 等 势 面 ;曲面 ABEF 及 CDHG 为 一 对 等 副 冲 量 
面 ;曲面 ADHE 及 BCGF 为 一 对 等 流 面 . 由 于 这 3 个 曲面 互相 正 交 ,故而 可 以 按 如 图 6-8 所 示 
的 那样 安排 各 对 曲面 ,并 且 可 以 选用 曲线 坐标 系 ( 见 图 6 -7). 


图 6-8 流量 . 势 量 和 副 冲 量 计 算 图 


在 空间 任 一 点 (例如 五 ) ,坐标 曲线 相互 正 交 ;相应 地 ,各 坐标 曲面 也 互相 正 交 . 用 el ,es ,es 
依次 表示 坐标 曲线 上 的 切线 单位 向 量 ,其 正方 向 分 别 指向 qi ,q; ,gs 增加 的 一 侧 . 在 曲线 坐标 系 
的 有 关 结 末 中 ( 按 下 面 叙 述 的 需要 ) ,摘录 下 述 的 内 容 : 

数 性 函数 U(a ,92 93 ) 的 柳 度 gradU 在 坐标 曲线 qi ,qz ,qs 上 的 切线 单位 向 量 上 的 投影 为 


gradn U = 囊 2 gid LU = 2 grad, U = 2 (6 —,15) 


oF Da， H; 9g3 
其 中 Hi,H,,H; 是 拉 梅 (Lamee) 系数 . 
在 正 交 曲线 坐标 系 中 ,体积 单元 dV = Hi H;, HH;dgidgsdg;; 面 积 单元 分 别 为 


“93'。 
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dS, = H': H,dgidg;,,， dSs -一 H, H; dg; dg; 9 dS; 一 一 H': H; dgidg; 
在 曲线 g 上 ,对 任 一 数 性 也 数 U, 有 
OU AU 


dU 到 dd ， dU = dq, dU =Sdg, (6 -16) 


ep i ee 
拓 广 . 

先 在 图 6-7 的 曲线 坐标 系 中 ,重新 计算 通过 流 管 (由 一 对 势 面 ABCD ,EFGH 及 一 对 副 冲 
量 面 ABEF ,DCGH 围 成 ) 横 截 面 的 流量 ,有 


N Ce —|| aas;， dS; 0 H': H; dg' dg; 


众所周知 ,对 任 一 数 性 函数 U, 因 在 坐标 g, 上 dg 二 dg; =0, 所 以 


Ou 
dU 一 -一 d 
39， dl1 
而 dSi 王 瓦 ,da , 则 有 
dy _ 1 aU 
dSi FE; Og1 
从 而 
,1 
grad, UF = 5 一 下 De 
同 理 , 有 
a _dU_ 1 a0U 
grade。， (一 SS TR By grad。 U pi 
故 
| 1 oOoU LY 
一 一 - 一 一 一 -一 一 一 - 一 一 e: 6 一 17) 
gradU HF Sn -十 2 De 十 FH. Bo ( 
注意 下 述 事实 : 


(1)J. 贝尔 的 g 王 一 gradp ,其 中 ?为 比 流量 势 ; 在 ( 超 变 函数 论 基础》 中 三 一 gradz, 其 中 心 
为 势 阴 数 ; 


(2)J. 贝尔 的 Q=—|| 4 “dS 中 ,g 二 gradx X grad4 , 且 gq 指向 AS 的 外 部 ( 见 J. 贝尔 给 出 的 


(AS) 


示意 图 (图 6-7)); 而 本 书 中 ,在 积分 Q= 一 || 4 . dS 时 ,要 求 g 指 向 “ 屋 式 网 格 ” 内 部 (8 对 应 于 


(AS) 


el ,ezyeiyr 对 应 于 el ,es sn 对 应 于 el1,e3;P= 二 Tt Xn). 我们 说 过 ,应 视 久 二 和 《x,y,z) 二 const 为 势 
面 elyez ,Xy 二 xX(X,y,x) 一 const 为 副 冲 量 面 ew. 于 是 有 
q =— gradw X gradwvw 

在 图 6-8 中 ,dS$; 二 esdS; ,而 e: 方向 垂直 于 流 面 ;ASs 表示 积分 曲面 为 ADHE 面 的 面 元 . 

定理 6.3 在 三 维 调和 场 内 通过 “ 屋 式 网 格 ”每 一 格 的 势 量 等 于 两 等 势 面 的 值 差 与 两 副 冲 
量 面 的 值 差 之 积 ;通过 “ 屋 式 网 格 ”每 一 格 的 副 冲 量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 势 面 的 值 差 之 积 ; 
通过 “ 屋 式 网 格 ”每 一 格 的 流量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 副 冲 量 面 的 值 差 之 积 . 

证 明 1( 仿 J 贝尔 的 式 (6 - 14)) 

因 g = 二 一 gradw X gradv, 所 以 
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Q= 一 | q = dS = | gradw X gradv ，。dS; 


(AS) (AS) 


则 由 J 贝尔 的 结果 且 考 虑 正 交 坐标 系 , 那 么 J. 贝尔 的 
|q|= | gradx | | grad) | sing, gradx = $Y 一 1 


dv sing 
dA 1 、 
Sa er dS = dvdjysing 
分 别 对 应 于 (考虑 正 交 坐标 系 ) 
二 
| gradw X gradv|= |gradw| | gradz| ， grad, w= 1 = Hr 30 
dw_l1 甸 a 
sn a dS; = Hi H; dgqi dg; 
故 有 
w= Aw (vtAv 
陡 关 | 疗 和 eH, dd | $0. 3sa es -| | i 
Hi,9g! HH; 9g; . 
pe To ) (Vo 二 Oy ) 
定理 的 男 两 个 结论 同样 可 证 . 
证 明 2 现 计 算 (gradw X gradv) X dS;. 
对 照 式 (6 -17), 有 
cred ~ Bh 
H) 9qg1 H, 9g， H; 9g3 
1 Ge 1 or ] Or 
d 一 一 ee i 
Re NH; aq 了 H, rm Bqs 


bed dS, = 5 Ns 多 


gradw X gradv= (家 - Be -0 二 He) 


ee Du) 6, 
H,; 9g; H, 9g H', di H; 9g; 


H. Ogq1 H., Og? 万 ， AQq? H. OQqg1 


得 
/lwlo loul% 
POR 去 og Hi9g! 万, oai H; | dS 
于 是 
] Do 1 om 1 dy 1 
A 
3 -| (二 Ogq3 H, Og1 lsg Og1 Fs | 1 3Qd1QG3 
故 
OW OU OW Ov 
N= | = dodo 
人 OQq3 99， | d1 U43 ( ) 


对 式 (6 -18) 的 计算 使 用 了 二 重 积 分 换 元 法 . 
设 两 个 函数 :x = 二 z(u,v),y = 三 ylu,v) 在 区 域 D 上 有 到 区 域 D' 的 换 元 积分 公式 为 
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ar az 
Ou Ov 
NCardy =||f Cr Gus), yuso)) dudwvw vo = 
D D’ Oy 9y 
Ou Ov 
其 中 , 雅 可 比 行列 式 为 
Or Ax 


aCr,y) _ lou av 


一 Se OY Oy 
Ou Ov 
现在 
Or 9Z 
Sw Be MW | | 
OQq3 9q1 AQq1 99q3 Oy DY A BCIly03 j 
Ou Av 


且 硅 式 (6 -19)- 中 右 端 的 阴 数 恒 为 1, 则 知 D 上 被 积 函 数 ( 即 左 端的 函数 ) 也 为 1 ,得 


fff/ eg ow Wi 
N =] ( 闫 aa 0g1 99; ) dgi dg; 中 dv 


故 N a| | dvdw = .AvAw = (0 — d(C — vw ) CB 0 
由 式 (6 一 20) 可 知 ,通过 “ 屋 式 网 格 ” 每 一 格 的 流量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 副 冲 量 面 的 值 
差 之 积 . 
用 同样 方法 可 以 计算 通过 副 冲 量 管 (由 一 对 势 面 ABCD ,EFGH 及 一 对 流 面 AD 万 已 ， 
BCGF 围 成 ) 中 横 截 面 的 冲 量 为 


K 一 一 || ras,， dS; = H,; H;dg;, dg; 
AS 


其 中 , 比 冲 量 为 
T=— gradu X gradwv 
冲 量 为 


K= | dvdu=AvAu= Cw — vw) Cu —u) (6—21) 
AS 


式 中 , dS， 一 el do9， ; 而 6C1 方 回 垂直 于 副 冲 量 面 ;AS， 表示 积分 曲面 为 ABFE 面 . 
由 式 (6-21) 可 知 , 通 过 “ 屋 式 网 格 ” 每 一 格 的 副 冲 量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 势 面 的 值 差 之 
积 , 同 样 方 法 可 以 计算 ,通过 “ 屋 式 网 格 ” 每 一 格 的 势 量 等 于 两 等 势 面 的 值 差 与 两 副 冲 量 面 的 
值 差 之 积 ,通过 势 量 管 的 势 量 等 于 构成 该 管 的 两 等 势 面 的 值 差 与 副 冲 量 面 的 值 差 之 积 . 
Q= 一 | a Te a We Hin (6 -22) 


式 中 
p=— gradv X gradw, :dSidS, = esdS, 
而 dS;e 的 方向 垂直 于 势 面 ;AS 表示 积分 曲面 为 EFGH 面 . 
以 上 所 述 , 也 就 是 我 们 在 所 谓 的 “ 屋 式 网 格 ” 上 可 以 进行 的 全 部 工作 . 
退化 到 平面 , 因 势 量 Q 流量 N 与 副 冲 量 函 数 无 和 天, 所 以 可 以 在 式 (6 -22) 式 及 式 (6 - 20) 
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中 取 第 二 个 因子 (w 一 wi) = 二 1. 这 就 与 上 述 的 二 维 向 量 场 的 式 (6 - 13) 的 计算 结果 一 致 .这 就 
说 明 ,上 述 理论 是 合理 的 . 
例 1 对 给 定 的 向 量 场 ,如 何 计 算 3 个 也 数 . 
设 有 问 量 场 A==i 十 2j 十 3k, 可 以 检验 该 向 量 场 为 调和 场 . 即 
a4， 3a4， 9A. _ 


i 
i J Kk 
0 
rotA = We Wy Be 0 
A, A, A 
| EF k 
总 六 | 
vdbiA = 3 5 3z 0 
ey | 
于 是 ;有 
M M 
=| Adz 十 Avdy 十 Asdz 一 | el 
M、 M, 
其 中 
Qu _ Ou 一 Ou 一 
= 有 ay tn 3 
又 


M M 
a =| (RA dy | 有 
Mo Af0 


ed a 
其 中 


从 而 


oz 一 | 芝 守 = 宇 |az+ [写实 | 十 (2 5 一 5 


w\ayaz ay Oz az ar Oz ar az Oy i 


M 
| (—6—2d7 寺 (lL—3ayvt (+2)de=—S8r— 2ytdze 


0 


上 面 三 式 中 的 c,d,e 为 任意 常数 . 

如 此 ,该 调和 场 的 势 消 数 、 副 冲 量 函 数 、 流 孔 数 就 求 出 来 了 .这 3 个 面 是 正 交 的 .事实 上 , 势 
面 、 副 冲 量 面 及 流 面 的 法 向 量 分 别 为 

Ri = (1523), ‘Wi = (ly— Zil)s Ws=(— 8,—2,4) 

容易 验证 它们 相互 正 交 . 

例 2 计算 例 1 的 向 量 场 通过 流 管 , 势 量 管 . 副 冲 量 管 的 相应 的 量 值 . 

先 取 -- 个 “ 屋 式 网 格 ”: 

取 一 对 等 势 面 

Ul 二 十 2y 十 3z 十 Cc 二 a 
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及 Uz 二 十 2y 十 3z 十 c= 二 cz 
再 取 一 对 副 冲 量 面 
wi 二 TX 一 2y 十 z 十 d= 二 di 
及 ws 三 TXT 一 2y 十 z 十 d= 二 4d， 
再 取 一 对 等 流 面 
1 一 一 8Zz 一 y 十 4z 十 e 一 el 
及 zz 一 一 8z 一 2y 十 4z 十 e 一 es? 


这 个 “ 屋 式 网 格 ” 就 形成 了 . 于 是 ,通过 势 量 管 的 势 量 为 (wd 一 di)(c 一 ci); 通 过 副 冲 量 管 的 冲 
量 为 (cz 一 cl)(ez 一 el); 通 过 流 管 的 流量 为 (d: 一 di)(e, 一 el). 
例 3 对 例 2 中 的 “ 屋 式 网 格 ” 的 12 条 校 线 进 行 分 析 . 


由 等 流 面 
1 一 一 8z 一 2y 十 4z 十 e 一 el 
及 zz 一 一 8 一 2y 十 4z 十 ee 一 ez 
分 别 与 副 冲 量 面 wi 二 TX 一 2y 十 z 十 d=4di 
相交 得 两 条 势 线 ;由 流 面 
i =—8zx—2y 十 4z 十 e=@) 
及 vs 二 8X 一 2y 十 4z 十 e= 二 @ 
分 别 与 副 冲 量 面 W;,=x—2y+z+d=d; 
相交 又 得 两 条 势 线 . 
再 由 流 面 
1 一 一 8Zz 一 yy 十 4z 十 e 一 el 
及 一 一 8Zz 一 2y 十 4z 十 e 一 e? 
分 别 与 等 势 面 =x 2y 二 3z 和 t= 


相交 得 两 条 副 冲 量 线 ; 由 流 面 
v1 二 一 8X 一 2y 十 4z 十 e==@i 


及 vs 一 一 8Zz 一 2y 十 4z 十 e 一 e: 
分 别 与 等 势 面 U: = 工 十 2y 十 3z 十 c 王 c* 相交 ,得 男 两 条 副 冲 量 线 . 
另 由 副 冲 量 面 
wi 二 TX 一 2y 十 z 十 d= 二 di 
及 ws = 二 XC—2y 十 z 十 4d =4d， 
分 别 与 等 势 面 


Ul 二 廊 十 2y 和 十 3z 十 c= 二 ci 十 C= 二 a 
相交 得 两 条 流 线 ; 由 副 冲 量 面 
wi 二 一 2y 十 Zz 站 d = 二 di 
及 Ww 二 XTX 一 2y 和 十 zz 二 d=d; 
分 别 与 等 势 面 u, = 二 x 十 2y 十 3z 十 c= 二 cs 相交 得 两 条 流 线 . 
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内 容 提 要 第 二 章 中 , 称 满足 散 度 div4 = 二 0. 旋 度 rotA 二 0, 副 冲 量度 vdbi4 =0 的 向 量 场 
4 为 调和 场 ; 第 六 章 中 ,给 出 了 三 维 调和 场 中 的 3 个 相应 的 郴 数 一 一 势 郴 数 . 流 函 数 及 副 冲 量 
函数 ,并 且 构 建 了 由 正 交 的 等 势 面 、 等 流 面 、 等 副 冲 量 面 围 成 的 “ 屋 式 网 格 ”. 

现在 ,对 于 三 维 非 调 和 向 量 场 , 如 何 计算 其 势 郴 数 . 流 函数 、 副 冲 量 果 数 ?“ 屋 式 网 格 ” 将 
是 什么 样子 ? 对 此 ,在 本 章 中 只 做 一 些 初步 的 探讨 . 在 讨论 中 提供 的 方法 原则 ,可 以 作为 研究 
较 复杂 的 三 维 非 调 和 场 的 基础 . 


uk 


引 


我 们 知道 ,由 于 目前 的 物理 学 缺少 三 维 流 函 数 的 解析 表达 式 ,更 不 知道 在 三 维 问 量 场 中 尚 
存在 副 冲 量度 vdbi4 及 副 冲 量 函 数 . 因而 ,目前 物理 学 在 处 理 三 维 问 量 场 问题 时 就 缺乏 有 力 的 
数学 基础 . 

在 第 六 章 中 所 讨论 的 是 三 维 调和 场 的 情况 ,本 章 将 对 三 维 非 调 和 场 进行 研究 . 

讨论 非 调 和 场 是 一 个 庞大 的 “工程 ”, 涉 及 的 分 类 很 多 ,只 就 div4 = 二 a( 和 常数 ),rotA 二 0 及 
vdbiA ==0 的 情况 做 出 讨论 .但 是 ,讨论 中 使 用 的 方法 、 原 理 已 经 为 讨论 各 类 非 调 和 场 提 供 了 原 
则 性 的 依据 .可 以 这 样 说 ,发 生 在 三 维 向 量 场 中 的 诸 现象 ,在 本 章 的 基础 上 已 经 获得 了 坚实 的 
数学 基础 . 


第 一 节 副 冲 量度 


副 冲 量度 的 表达 式 为 


i j 大 
2 9 人 
vdbiA 一 | 去 CF = 


A.—A,，A,—A. A,—A, 
其 中 ,A = 二 A,i 十 A,j 十 A.k. 
三 维 调和 场 中 的 势 函 数 、 副 冲 量 消 数 \、 流 函数 的 表达 式 : 
设 4=A 十 Aj 十 A.k, 则 由 roth ==0 可 得 势 消 数 


M 
“二 | Pe (7 -2) 
Mu 
由 vdbih 王 0, 可 得 副 冲 量 男 数 为 
M 
一 | Wy (7 -3) 


0 


由 ,w 可 得 流 消 数 为 
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YT YT) 二 | Es tb 


第 二 节 二 维 向 量 场 


1. 二 维 调和 向 量 场 的 主要 结论 
设 有 二 维 向 量 场 4 二 A,i 十 A,j ,在 平面 某 区 域内 , 当 
Bh, OL 


tA 二 一 一 一 一 一 二 
ji OZ Oy 


时 ,可 导出 癌 量 场 4 的 势 函 数 为 
pz 一 | Asdr + Asdy 
当 在 该 区 域内 , 当 
本 
出 V 丰 :一 十 3y 0 
时 ,可 导出 回 量 场 4 的 流 琐 数 为 


YJ X,Yy) = — A dx Any 
并 且 势 函数 g(x,y)、 流 函数 y(z,y) 满足 下 列 偏 微 分 方程 组 : 


op _% 
DZ 9y 


op _% 
Oy OZ 


于 是 可 知 ,在 无 源 无 旋 乎 面 回 量 场 中 ,有 3 个 重要 结论 : 

(l)rot4 王 0 对 应 平面 向 量 场 的 势 郴 数 p(z,y);*div4A 二 0 对 应 平面 向 量 场 的 流 郴 数 
J (X,Yy). 

(2) 流 函 数 和 势 函数 是 共 轿 调和 涵 数 . 换 句 话说 ,在 平面 向量 场 中 ,存在 流 函 数 和 势 困 数 ， 
它们 满足 复 变 六 数论 中 的 柯 西 - 黎 曼 条 件 . 

(3) 设 有 向 量 场 A4=B 十 C, 则 当 div4 = 二 0 时 ,有 vy(4)==y(B) 十 VCC). 

这 里 ,符号 y(4) 表示 向 量 场 4 的 流 函 数 ;y(B),y(C) 分 别 表 示 向 量 场 B,C 的 流 函 数 . 

本 书 认为 上 面 的 结论 同样 适合 三 维 向 量 场 . 

2. 二 维 非 调和 向 量 场 

现在 , 知 当 


oA oA oA aA, 
和 -一 一 9 tA = 
Ox 人 Oy Ox Oy 


时 ,如 何 求 向 量 场 4=A,i 十 A,j 的 势 函 数 与 流 函数 (这 里 假定 4 的 两 个 分 量 都 具有 一 阶 连续 的 
偏 导数 ,今后 就 不 再 声明 了 )? 
为 此 , 作 向 量 场 
=(A,. 一 az 六 十 Asj (也 可 令 二 Aii 十 (0A, 一 a 起 


divA 一 
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, oO(A,.—ar) ,aA 
川 | 有 d RE | 一 -了 一 0 
则 1v6 OAT OY ， 


此 式 表明 ,用 向 量 场 & 代 替身 量 场 A 时 ,向 量 场 & 是 无 源 场 ;又 可 以 计算 得 roté ==rotA = 二 0， 
由 此 可 知 向 , 量 场 & 为 无 旋 场 .于 是 可 知 , 向 量 场 & 为 调和 场 . 
由 于 roté 二 roth 一 0, 所 以 向 量 场 & 的 势 函 数 与 向 量 场 A 的 势 函 数 相同 (可 以 相差 一 个 常 
数 ) , 即 为 
BAY ip sd 
向 量 场 & 的 流 函 数 则 可 由 下 式 给 出 , 即 
55 一 | a ?= 
癌 量 场 6 一 (A, 一 azr )i 十 A,j 与 向 量 场 A 有 何 关 系 ? 即 向 量 场 & 的 流 函 数 y(&) 是 否 与 向 
量 场 4 的 流 函 数 y(4) 相同 呢 ? 为 此 ,有 下 述 定 理 . 
定理 7.1 设 有 向 量 场 人 = 中 十 C, 则 当 
(1)divA = 二 0 时 ,有 vy(4) = 二 Jy(B) 十 内 CC) ; 
(2)rothA = 二 0 时 ,有 op(4) 一 p(B) 十 o(C). 
这 里 ,符号 Jy(A)、p(4) 分 别 表 示 问 量 场 4 的 流 函 数 和 势 函 数 , 其 余 类 同 . 
证 明 设 A=A,i 十 A,j,B==B,i 十 B,j ,C= 二 Ci 十 C,j ,由 A 和 A=B 十 C, 可 得 
A,=B, 二 C,，A,=B, 十 C, 
于 是 , 因 向 量 场 4 为 调和 场 , 则 有 


M M 
CDwCA) 一 | -A,dr+A,dy=| 一 B,dz 十 Bdy 十 | —C,dr+C.dy=y(B) +y(O) 
Mu Mo 


M 
MM, 
M M M 
(2) 9(A) -| A,dz ep We -| Baw By Ea ml Re 
定理 证 毕 . 
由 
二 
其 中 4 = 二 azxi 十 0j, 则 据 定 理 7.1, 有 
eT oy 
对 向 量 场 4 =axi 十 0j, 因 其 div4 ==a, 故 按 式 (7 -5), 有 


M 
yAl) ss 0dz 十 (az —ax)dy=0 
Mo 


得 Jy(E) =y(A) 


M 
yA) | A + (A. ~— 0 Ny 


由 疝 量 场 & 一 (A, 一 ar )i 十 A,j 与 问 量 场 4 的 等 效 性 ,可 得 出 非 调和 向 量 场 A 的 势 也 数 及 
流 阴 数 分 别 为 


M 
pA = A dx .Ay 


M 
及 4)=| dy 
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超 变 函 数论 基础 


这 一 将 非 调和 回 量 场 转化 为 调和 向 量 场 的 方法 ,立即 可 推广 到 三 维 非 调 和 回 量 场 的 研究 


市 去 ， 


2 2 2 2 
[ 注 ] 很 易 证 明 , 当 2 十 29=a,2S 2 =0 时 ,应 选择 上 三 (4A. 一 ar i 十 A,j. 
Ox Oy OZ Oy 


— 
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现在 给 出 两 个 下 面 的 论述 所 需要 的 定理 . 

定理 7.2 设 有 问 量 场 A==A,i 十 A,j 十 A.k 及 B=B,i 十 B,j 十 Bk, 则 
(1)div(A 十 B) 一 divA 十 divB; 

(2)rot(4 十 台 ) 一 rot4A 十 rotB; 

(3) vdbi (A + B)=vdbiA 十 vdbiB. 

前 两 个 结论 已 经 是 共识 , 现 只 需 证 明 (3). 


证 阴 
vdbi (A 十 B) = 
i 日 k 
EW 9 9 = 
Ox Oy OZ 
二 二 一 二 
i J Kk | i j k 
a 十 Ee 二 vdbih 十 vdbiB 


.EP BSB.-=B BB BB 
定理 7.3 设 有 向 量 场 A==A,i 十 A,j 十 A.k 及 B= 二 Bi 十 B,j 十 Bk ,并 假设 其 各 自 的 3 
个 分 量 在 空间 某 区 域内 具有 一 阶 连续 的 偏 导 数 , 则 当 在 该 区 域内 : 
(1) 当 rot(4 十 吾 ) = 二 0 时 ,有 
ui(Tsyrz) (AT B)=u(r,y2) A) u(r,y,2)(B) 


(2)div(4 十 B) 一 0 时 ,有 
UCTo VI AT B) =ur, V2 (A Try 22B) 


(3) 当 vdbi (4 十 B) 和 0 时 ,有 
wz,y 2)(AMA 二 TB)=w(r, yz)(A) 二 wr,y,27(B) 


其 中 ,w(x,y,z) (A 十 B) 表 向 量 场 A 与 B 之 和 的 副 冲 量 肾 数 ,w(x,y,z)(A) 及 wl(zr,y,z)(B) 
分 别 表 示 问 量 场 A,B 的 副 冲 量 阴 数 ;u(x,y,z) (A 十 B) 表示 回 量 场 4 及 召 之 和 的 势 郴 数 ,x(z， 
yz)(4A) 及 xzyy*z)( 有 ) 分 别 表 示 回 量 场 人, 再 的 势 图 数 ;vCzyy,z)(4),uCzyyyz)( 有 ) 分别 表 


向 量 场 A,B 的 流 孙 数 . : 
证 明 该 定理 前 两 个 结论 是 二 维 向 量 场 相应 概念 的 自然 延伸 ,只 需 证 明 第 三 个 结论 . 


M 
eg | (A dy 


[(A, 十 B,) 一 (A. 十 B.)]dz== 


“ I02 * 


第 七 章 三维 非 调和 向 量 场 的 数学 方法 基础 


M 
| CA Ajdzr 二 (A 一 jdy 十 《 瘦 关 总 民 让 
Mo 


AM 
| (B,— B,)dzr+(B,— B.)dy+(B,— B,)dz= 
M 


0 


w(x ,yyZ)(A) + vk ,yy 之 )( 有 8) 


第 四 市 ”一 类 三 维 非 调和 向 量 场 的 研究 


设 有 回 量 场 4 王 Ai 十 A 十 A.k ,将 讨论 divA = 二 a,rotA ==0, vdbih = 三 0 这 一 类 情况 . 
该 向 量 场 为 非 调 和 辕 量 场 , 只 有 将 其 转化 为 调和 场 , 方 可 寻求 该 向 量 场 的 势 郴 数 . 流 困 数 、 


副 冲 量 函 数 . 
为 此 ,可 将 
divA 一 2 十 玫 十 全 汪 一 4 
恋 a(A,.—azr) | 0A, | A. _ 
变 为 下 下 (7 — 6) 
作 新 的 向量 场 ,有 
5 三 (一 az 和 十 A + AKk 
即 
< 一 4 十 4 (7 =—7) 
其 中 A) 一 一 azi 
得 其 散 度 为 
di i (7 = 8) 
_/aA: 3a4,\， /a(A:—ar)_ 3A:\,, 184， 3(C4, 一 ar)\，_ 
a Ox | Oz | 人 Oy )* 
a A; aa DAs QAys ai. 
a 0 .i sa i ay = 
向 量 场 & 也 是 无 旋 场 . 由 式 (7 -8) 及 式 (7 -9) 式 知 ,向 量 场 & 为 无 源 、 无 旋 场 .由 
rot€ 一 0 
知 ul(€) a (A —azr}dz TT A,dy+ Asdz 


1. 关于 向 量 场 A 的 结论 
(1) 由 rot4 王 0 知 ,向量 场 A 的 势 函 数 为 
ul(A) =| ,Adx 十 A,dy 十 A-dz (二 
(2) 由 vdbih = 二 0 知 , 向 量 场 4 的 副 冲 量 消 数 为 
wt =|, (A. 一 A,)dz 十 (4A,. 一 A.)dy 十 (4A, 一 A.)dz Ey 


式 (7-10). 式 (7-11) 即 为 向 量 场 4 的 势 吨 数 及 副 冲 量 函 数 .今后 的 主要 任务 是 如 何 寻 求 


向 量 场 人 的 流 函 数 . 为 此 ,将 向 量 场 和 转化 为 与 其 等 效 的 向 量 场 上 的 研究 . 
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超 变 函数 论 基础 


2. 关于 向 量 场 & 的 结论 : 
(1) 由 roté 二 0 知 , 癌 量 场 & 的 势 函 数 为 
B= | 让 CF — L123 


(2)divé = 二 0 知 , 向 量 场 & 是 无 源 场 ;并 且 , 对 & 二 A 十 和 1 应 用 定理 7.3(2) 可 得 
v(E€) =v(A 二 A1) = 二 v(A) 十 v(Al) (7 — 13) 
一 ari 十 0j . 则 由 式 (7-5) 知 ,向 量 场 4, 的 流 阴 数 为 


其 中 ,Al 二 一 ari 可 视 为 二 维 场 A 
M 
v41) =| QazsF(—ar ~ ardy= —2axYy 
Mo 


故 知 
vA) =v(E) — vA1) =v(E) + 2ary (7 = 14) 
现在 要 研究 向 量 场 上 是 否 为 无 副 冲 量 场 . 
向 量 场 上 =(A. 一 arz)i 十 A,j 十 A:k 的 副 冲 量度 为 
i | k 
vdbié = 站 二 一 
A 《站 一 一 上 C—O 
i Kk 1 ， Kk 
二 |=—vdbiA — (aj + ak) 
2 家 AX a 
令 绊 三 一 azj 一 ayk, 则 
i j k 
vdbin = 二 ee 过 一 Cj 二 ak 
SR 
移 项 后 得 出 
vdbie 上 十 vdbli9? 三 vdbl4 王 0 C7 二 5 
式 (7-15) 表明 , 问 量 场 & 已 不 是 无 副 冲 量 场 . 
3 转化 为 向 量 场 6 
再 令 
二 一 
EF = 


则 由 定理 7. 2 知 
vdbit =vdbi (€ + n) 一 vdbi< + vdbin =vdbiA=0 
由 式 (7 -16) 可 知 ,向 量 场 6 为 无 副 冲 量 场 . 因 问 量 场 6 与 向 量 场 A 的 副 冲 量度 相同 且 为 


零 , 故 二 者 的 副 冲 量 晒 数 相同 . 即 
M 
GO 一 ah) 一 | We ee WE ei A 


向 量 场 6 是否 是 我 们 希望 的 三 维 调 和 问 量 场 ? 


由 定理 7. 2 可 知 , 因 《一 上 十 了 ,所 以 
rot6 一 rot6 十 rotn 
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又 可 算出 : 
i J Kk 
i 
Ox OYy OZ 
四 “一 
即 roté 一 rotE 一 0 


故 知 , 回 量 场 5 是 无 旋 场 , 且 向 量 场 5 的 势 男 数 与 向 量 场 6 的 势 郴 数 相同 (可 以 相差 一 个 任 
意 常数 ), 即 


u(6) =u(é) =| AG — or Jdr A dy A de 


又 由 定理 7.2 可 计算 出 : 

divé 二 divé& 十 divn 二 0( 因 为 已 计算 过 divé 三 0; 现 又 可 算出 divn 一 0) 
可 见 , 疝 量 场 6 是 无 源 场 . 

故 有 结论 :向量 场 5 是 三 维 调和 向 量 场 . 

由 rot 一 rotE 一 0 可 知 


“6) =u(€) =| 0 (7 -18) 


M 
Mo 


其 积分 路 径 可 选 图 7 -1 的 方式 . 


ul(6) 二 wu(&€) 各 俩 导数 相同 且 分 别 为 
Ba 一， 机 昌 - Bu) _ m 
we 2 A (7 — 19) 


由 式 (2-15) vdbi = 二 vdbih 二 0 就 可 知 ,向 量 场 6 的 副 冲 量 函 数 与 向 量 场 4 相同 . 按 式 
(7-3) 有 


M 
w(6) =w(A) -| (A — A jd A = A dy (A = ds 


= (7 — 20) 


了 


SL i 
Qz Oy Oz 


因为 
到 a a 
w(n) = 人 一 和 YY 十 aydy 一 azdz 一 了 7 = D2 和 起 


» BOS s 


超 变 函 数论 基础 


于 是 
M 
wi6) =w(6) =wD =|, (4 一 A)dz 十 (4 —A)dy+ (A, —Ar)de— 


fra C7 = 1 
式 (7 -21) 计算 的 是 向 量 场 上 的 副 冲 量 曙 数 . 
w(&) 的 各 偏 导数 分 别 为 
Dt se 
AT Oy Oz a 


由 式 (7 -4), 癌 量 场 & 的 流 男 数 为 


ot A I Ou Au aw Ess Bu a) dz 


Oy Oz OOy Oz Bz Or de Or 


LF) 


的 重 提 1 为 的 简 泥 ， 余 者 皆 然 . 即 只 需 将 式 (7-19) . 式 (7-20) 填 于 
a 


现在 的 任务 就 剩 下 揭示 向 量 场 5 的 流 函 数 与 向 量 场 4 的 流 另 数 的 关系 ,并 由 此 求 取 加 量 


场 人 的 流明 数 . 


4. 向 量 场 人 的 流 函 数 
南 式 人 7 一 137 为 
v(A)=v(E) 一 WA 一 VCED) 十 QZ 二 
再 对 5 = 上 十 9 应 用 定理 7.3(2) 得 
VC) =v(E) + vn) 


人 (7 — 24) 
前 面 已 给 出 

二 一 azj — ayk 
它 可 视 为 在 yOz 平面 的 向 量 且 有 

divn = le 一 0 
于 是 ,可 导出 回 量 场 9 的 流 顺 数 为 


AM AM 1 5 1 
v(n) =]， 一 n:dy = hh =|。 一 nm:dy 十 nydz A 


v(€) =v(6) 一 (Fay’ — For’) (7 二 25) 
将 此 结果 填 人 式 (7 - 23) ,可 将 向 量 场 人 4 的 流 函 数 求 出 来 了 . 


这 里 显然 还 存在 一 个 问题 :在 非 调 和 三 维 向 量 场 中 ,由 等 势 面 、. 等 副 冲 面 、 等 流 面 构成 的 


“ 屋 式 网 格 ” 将 有 无 变化 ? 


非 调 和 场 三 维 向量 场 的 等 势 面 .等 副 溃 面 、 等 流 面 不 再 正 交 , 即 有 
定理 7.4 在 三 维 调和 场 内 通过 “ 屋 式 网 格 ”每 一 格 的 势 量 等 于 两 等 势 面 的 值 差 与 两 副 冲 
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量 面 的 值 差 之 积 ;通过 “ 屋 式 网 格 ” 每 一 格 的 副 冲 量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 势 面 的 值 差 之 积 ; 
通过 “ 屋 式 网 格 ”每 一 格 的 流量 等 于 两 流 面 的 值 差 与 两 副 冲 量 面 的 值 差 之 积 . 


例 ” 设 有 向 量 场 A 二 (zt 十 y 十 z)i 十 (x 十 y 十 z)j 十 (zt 十 y 十 z)k, 其 中 先 判 断 场 的 性 
质 ,有 


,A 24: aA， aa， 
一 OX 和 Oy Ox 


于 是 ,由 式 (7 - 10) 得 向 量 场 4 的 势 图 数 ( 在 图 7-1 上 进行 下 面 的 积分 ). 
ul(A) >| A dz 二 Ady 二 A.dz 一 六 zz 十 wy 十 3y 十 2 十 包 十 二 十 ci 
再 由 式 (7 -3) 计算 向 量 场 4 的 副 冲 量 男 数 : 


ea | 了 


一 3， rot4 王 0， vdbl4 王 0 


M 
M, 
由 式 (7 - 20) 得 


w(6) =w(A) -| (A Ad A dy A 
所 以 ,wl(6) =c2 ;同时 w(A) = 0c. 
故 知 , 这 是 由 式 (7 -21) 中 的 w(6) 的 各 偏 导数 为 零 所 求 得 的 . 
为 求 向 量 场 4 的 流 果 数 , 建 立新 的 向 量 场 
了 二 二 十 
由 式 (7 - 23) 知 


v(A) =v(E)— vAl)=v(E) 十 3 
由 式 (7 - 22) 知 


v(E) 一 VE) 一 (#0y’ 一 到 az2?] 一 oa 一 (了 > 一 ye) 


py 
于 是 , 例 示 的 三 维 向 量 场 的 流明 数 为 
vA =vE)— vA =v(E) + = 一 >y 十 > 十 cs 
小 结 : 例 示 回 量 场 的 势 田 数 为 
(A) 一 三 妇 十 zy 十 方 史 十 zz 十 因 十 方 唾 十 ci 
副 冲 量 函 数 为 


vw(A) A 
流 函 数 为 


CA) 一 372 ”一 >y 于 六 直人 


如 此 ,就 可 以 做 出 该 癌 量 场 的 “ 屋 式 网 格 ” 的 一 个 格 .很 容易 验证 ,此 时 构成 “ 屋 式 网 格 ” 
的 各 曲面 不 再 正 交 . 

顺便 提 及 ,本 例 中 w(A4) = 二 cs 何 义 ? 

因 等 流 面 
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v(A) =a 
37’ 一 >y 下 Tz 十 cs 一 4 
即 
37T 一 Sy 二 =ad— cs3=ai 
是 个 双 叶 椭圆 双 曲 面 ,其 “ 屋 式 网 格 ” 的 一 个 格 只 需 再 由 等 势 面 
Fz 十 zy 十 Fy 十 Xz 十 十 F = 


封 墙 上 即 可 ,故而 w(A) 一 


由 本 草 所 给 诸 定 理 知 , 散 度 、 旋 度 、 副 冲 量度 具有 线性 可 加 性 ,因而 对 较 复杂 的 三 维 非 调和 
场 丝 可 处 理 . 即 在 本 章 提供 的 方法 基础 上 ,出 现 的 各 类 情况 都 是 可 以 (结合 数值 法 ) 解决 的 . 
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第 八 章 ” 对 麦克 斯 书 电 磁场 微分 方程 组 的 补充 


内 容 提 要 波 粒 二 象 性 是 物理 学 的 重要 课题 .麦克斯韦 电 磁场 理论 很 好 地 解释 了 电磁 场 
的 波动 性 ,但 对 光 ( 电 磁场 ) 的 粒子 性 缺少 反映 其 本 质 的 数学 表达 . 

本 章 根据 “ 超 变 函数 论 ” 的 理论 对 麦克 斯 韦 电磁 场 微分 方程 组 进行 了 补充 :电磁 场 的 麦克 
斯 韦 微分 方程 组 应 由 5 个 微分 方程 组 成 . 这 第 5 个 微分 方程 就 是 坡 印 尝 疝 量 S$ 的 副 冲 量度 vdbi 
S 的 表达 式 . 做 此 补充 后 ,我 们 可 以 对 电磁 场 的 粒子 性 给 出 合理 的 数学 描述 . 


第 一 节 


本 章 将 引用 向 量 分 析 的 一 些 资料 ”. 
在 今后 的 论述 中 ,将 涉及 《向 量 分 析 》 的 下 述 结果 : 


7 ™ 
AAA N 


算 子 
a 二 
到 a 
设 有 向 量 场 A4==A,i 十 A,j 十 Ak,B Bs 十 B,j 十 Bk, 则 
0 _ah, | 4, 1'a4, _ 
ER CA EAI 
上 2 
| 区 人 有 | 人 an 1 Ms 四 
本 Ox OY ‘Oz -1 OZ J = bs OY )* VB 
0 
二 二 一 二 A, > 中 下 oB (8 
OZ 
vr tt A i 四) 二 站 (TB) (8 -4) 
vi (BS5) 


第 二 市 ”麦克斯韦 电磁 场 币 


电磁 场 中 麦克 斯 韦 ( 微 分 ) 方程 共有 4 个 (力学 采用 MKS 制 ;电磁 学 采用 高 斯 单位 ): 


′ at (8-6) 


众所周知 , 式 (8-6) 意味 着 随时 间 变 化 的 磁场 必然 激发 有 旋 电 场 ,随时 间 变 化 的 电场 必然 
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激发 有 旋 磁 场 . 据 此 ,麦克 斯 韦 预 言 了 电磁 波 的 存在 .因而 , 式 (8-6) 成 为 研究 电磁 场 ( 光 ) 波动 
性 的 数学 基础 . 

对 于 光 的 粒子 性 的 本 质 是 什么 、 光 的 粒子 性 的 数学 表达 应 是 什么 形式 ,人 们 不 停 地 在 探索 
着 并 给 出 了 各 种 解释 和 表达 . 但 是 , 如果 和 忽视 在 三 维 癌 量 场 内 存在 着 副 冲 量度 上 这 一 客观 事 
实 ,对 光 的 粒子 性 的 认识 是 不 深刻 的 . 

副 冲 量度 的 概念 产生 后 ,我 们 有 可 能 把 光 ( 电 磁 波 ) 的 粒子 性 与 波动 性 统一 地 用 数学 式 表 
达 出 来 . 

我 们 知道 ,电磁场 的 坡 印 亭 问 量 (Poynting Vector) 

S 一 二 EX 再 (为 方便 计 , 今 后 省 略 系数 1) 


是 随 电 磁 波 以 同样 速度 传播 的 . 其 方向 垂直 于 电场 强度 EE 的 方向 也 垂直 于 磁场 强度 H 的 方向 ; 
其 大 小 表示 场 中 每 一 点 的 能 流 密度 , 即 单位 时 间 内 通过 一 垂直 于 能 量 流 方向 之 表面 的 单位 面 
积 的 能 量 . 
现在 来 计算 电磁 场 的 坡 印 亭 向 量 (Poynting Vector)S = 二 EX H 的 副 冲 量度 vdbiS ,以 完成 
对 式 (8 -6) 的 补充 . 为 此 设 
H=Hi+Hj+Hk: E=Ei+E,j+Ek 


则 
A 
2 
和 
其 中 
总 
se (8-8) 
二 
副 冲 量度 的 表达 式 为 
dE | 且 仍 = 印 一 站 全 = 的 1 
和 j k 
六 (一 一 六 (R= |k= 过 全 (8-9) 
入 一 全 -下 一 丰 全 
其 中 ， A=P(zxr yi Q(x yj i R(T,Yy OK 
根据 式 (8 - 9) ,有 
i j k 了 时 
二 二 a 三 | 一 > (8 -10) 
| 
3 


Si 一 SS 十 SR 一 SETSF 十 SR 


第 八 章 ”对 麦克 斯 韦 电磁 场 微分 方程 组 的 补充 


则 


vdbiS=VXS.—VvxS, = 二 
又 考虑 到 式 (8 -8), 则 
i 7 Kk i J Kk 
Ss= lb Es Bol XH B=|E,. Es Eb:|= 尖 最 
| WW i 
其 中 
Br—=hi FE TEk,. EE.=Ei 寺 Ea 二 kEk 
村 天 《=— 直人 2 
于 是 


vdbiS 王 YX (E, XH)—YX (E, XH,) 
又 由 所 引资 料 式 (8 - 4) 可 得 下 述 定理 . 
定理 8.1 设 电 场 强 度 忆 = 二 E,i 十 E,j 十 Ek 及 磁场 强度 理 二 有 H,i 十 昌 ,j 十 五 在 空间 区 
域 2 内 可 微 , 则 电磁 场 坡 印 亭 向 量 的 副 冲 量度 为 
vdbiS$=(H, .VE—(E.V)H—HV.E)+E(V.H,)— 
(H;» Vv )E,+(E,. VvV)H;+H,(V. E,)— E,(vV. H,) (8—13) 
式 (8 -13) 就 是 坡 印 训 向 量 S$ 的 副 冲 量度 的 计算 公式 . 将 它 补充 到 式 (8 -6) ,就 成 为 


如 受 谨 兰 这 十 g 吾 


oH 
VXE=—, < 一 
VH=0 (8—14) 
VE=£ 


vdbliS 一 (本 。V ) 五 ; 一 (EV)H—H(V.E)+-+E(YV. H)— 
(H,。V)E; 二 (EE,.。V)H; TH(V.。 E,)—E,(V. H;) 
现在 ,由 式 (8- 14) 来 研究 光 ( 电 磁场 ) 的 粒子 性 : 


第 三 书 ” 光 的 粒子 性 的 本 质 


上 节 讨 论 的 式 (8 -13) 针对 的 是 稳定 (定常 ) 向 量 场 .实际 上 ,对 非 稳定 向 量 场 , 式 (8 - 13) 
仍然 成 立 . 为 此 , 需 引 用 下 列 结果 (详细 推导 见 文 献 L6]) : 


(1) 车 A 表 流速 场 , 则 上 A .pdV 的 物理 意义 是 Q 中 的 流体 在 副 法 线 及 方向 上 的 冲 量 . 


C2) 当 记 | = bl ; 则 


9 9 
Na -pav=| WE P) 二 六 (R 一 P) | cosa. 十 | 区 R 一 Q) 十 党 CGP 一 Q) |cosp.+ 
0 


OQ O 
A Da Dy 
: Pp Em R) | cosy,do 


上 


超 变 函数 论 基 础 


其 中 
_ dydz 。(dV): 
CO “一 了 8 | dLdS 
_ dzdzx » (dV)’ 
cosB, * = 1 Ta pi | dLds (8 = 15) 
_dzxdy. (dV)’ 
COSYS do = 7 1p TS | 有 dLds 
最 后 要 说 及 的 是 方向 余弦 cosa。 ,cosB, ,cosy。 的 计算 : 
ls (dV)’ 
“» 4|p|:CdLdS)’ do)2 dzr: 。4 二 有 |: (dD): (dS) (dw)’ 
WE (dV)’ 
” dy。a| pf |.cab): (ds) (dwy: 
6 
Ne (dV) 


~ dz’ » 4|pB, |: CdL)’: (dS)’ (dw)’ 
当 令 cos us 十 cos:pB, 十 cos*Y。 = 二 1 时 ,有 


| 1 于 1 i 1 | (dV) 
(dz “do ™ 《dz | 页 | COL)’ (dS)’ (dm) 


一 ] 


即 
(dydz) 十 (dzdz) 2 十 (dzdy)? (dV)® A 
(drdydz)’ | WS)” do 
继续 演算 下 去 ,有 
4 
Fed tlre Coedn te 


4 | p, |* CdL)’ CdS): (dw) 
于 是 


2 一 4 2 2 dV = 
(dw) [(dydz) 十 (dzdz) 十 (dzdy) 3 Tp | cdl) ds 


Wn a Td sd 
2 | Pp | (dL)(dS) 
由 式 (8 -15) 及 式 (8 -16), 可 得 


(8—16) 


dydz 
V(dydz)* + (drdz)’ 十 (dzdy)2 
dx dz 
Vl(dydz)’ + (drdz)’ 十 (dzdy)2 
dzdy 
V(dydz) 十 (dzdz) 十 (dzdy)2 
由 此 得 到 一 个 单位 向 量 w。 二 cosai 十 cosB,j 十 cosyY。k ,并 且 可 以 看 出 wo。 的 方向 余弦 与 
| 页 | 万 天 . 
(3) 当 记 


H=||4 pav=|||| 总 (Q- P) 十 总 (R 一 P) | pe 
0 ww 


RP. .0 过 3 
Fa Q® +2P Q) |eosg.+ | 芒 (P R) 十 沁 (Q R) | cosy. du 


ES == 


wy 


cospb, = 


coOSY, 一 


.LI2 。 
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则 对 右 端 积分 ,使 用 积分 中 值 定理 有 


To BR_ (RE :Op 
H={| 六 (Q P) 十 号 (R P) | cos. 十 | 寺 (R QP Q) |eosp, + 


0 vp es 
eh Ry+ 儿 CQ R) |cosy.) Au 


其 中 ,AI 为 Aw 上 某 一 点 . 一 Aw 一 M9 时 ,M—>M: ,于 是 冲 量 密度 为 


“J Di Oi Orvp_ 
im 二 = 区 P) 十 总 (R P) | cose.+ | 总 (R Q 十 总 (P Q) | cosp.+ 


po = RW, (8 = 17) 
Oy OZ 


上 式 表明 ,在 给 定点 处 ,R 的 方向 指示 冲 量 密度 最 大 的 方向 . 于 是 有 
定义 8.1 阁 向 量 场 A4== Pi 十 Qi 十 Rk 中 的 一 点 M 处 存在 这 样 的 癌 量 R, 疝 量 场 4 在 点 
M 处 的 冲 量 密度 为 最 大 , 则 称 向 量 R 为 向 量 场 A 在 点 M 处 的 副 冲 量度 , 记 作 


dg sl i ， i 3 
a Ex P) 一 号 (P R) |i+t | 总 (R Q 一 2Q By | 


rp ni dy 
Fs Ry Q) 上 


现在 对 电磁 场 的 坡 印 亭 向 量 在 时 - 空 坐 标 系 中 加 以 考察 . 
我 们 知道 ,电磁 场 坡 印 训 向量 S$, 其 方向 与 电磁 波 的 传播 方向 一 致 ,其 大 小 为 单位 时 间 内 


通过 垂直 于 能 量 流 方向 之 表面 的 单位 面积 的 能 量 ;积分 ||s .PdV 则 表示 坡 印 亭 向 量 在 副 法 线 


方向 上 的 能 量 冲 量 . 

由 副 冲 量度 的 定义 知 * 向 量 vdbiS 的 物理 意义 为 四 维 能 量 密度 冲 量 . 其 模 表 示 能 量 密度 冲 
量 向 量 的 最 大 值 ; 由 式 (8- 11) 可 见 vdbiS 的 方向 是 由 E, XxX H, 的 向 量 与 E; X H 的 向 量 而 确 
定 . 

[ 注 ] 我 们 曾 述 及 副 冲 量度 带 有 一 个 附加 量 岗 [L], 故 现在 的 vdbiS 边 带 有 一 个 附加 量 
纲 [L]. 

假设 在 时 刻 ,空间 点 M 处 的 vdbiS( 请 注意 它 带 有 量 纲 L) 记 为 vdbis | ;在 时 刻 十 At， 
空间 点 M 处 的 vdbiS 记 为 vdbiS |, ,那么 式 


OC(At) = 


的 意义 为 何 ? 它 表示 (三 维 ) 能 量 密 度 加 速度 在 At 内 的 平均 值 . 
定义 8.2 当 6(At) 一 50 时, 则 说 在 点 M 处 6(At) 对 时 间 有 一 6 跃 变 . 
现 考察 极限 : 


At 
定理 8.2 在 使 vdbis |, 一 vdbiS || ==a 的 点 M 处 ,SCAL) 对 时 间 有 一 个 6 跃 变 . 
、 _ vdbis| 一 vdbis ha _ 
人 


得 证 . 
故 知 ,在 此 点 处 ,电磁 场 的 能 量 密度 加 速度 发 生 了 急骤 的 变化 .产生 9 跃 变 的 点 就 是 光子 


» 3 a 


超 变 函 数论 基础 


出 现 的 点 . 

故而 可 以 说 , 场 的 波动 性 和 粒子 性 都 是 场 的 存在 形式 , 光 了 于 只 不 过 是 电磁 场 的 坡 印 之 回 量 
在 传输 场 能 的 过 程 中 ,能 量 密度 加 速度 发 生路 变 的 点 表现 出 的 性 态 而 已 . 

对 上 述 结论 ,做 量 纲 的 分 析 : 

(1) 坡 印 豪 回 量 的 积分 为 


||s :pav, 上 上 1: 二 EV (能 量 与 速度 之 积 , 即 能 量 冲 量 ) 


Le 
(2) 坡 印 亭 向 量 的 副 冲 量度 vdbiS 带 有 附加 量 纲 L: 


是 ET ; 
L (i * L/L )= 广 地 二 宫 V (能 量 密度 冲 量 ) 


vdbiS be 


— vdbiS |; 
i 可 知 , 其 量 纲 : 


Vt 一 站 a。 (能 量 密度 加 速度 ) 


(3): 由 6(A2?》 = 


% EI» 


第 几 革 ”对 流体 力学 欧 拉 运动 
方程 式 的 修正 (探讨 ) 


内 容 提 要 ”本 和 曹 是 探讨 性 的 ,观念 正确 与 否 有 待 学界 审视 及 实践 的 检验 . 流体 力学 的 欧 拉 
运动 方程 式 有 修正 的 必要 吗 ? 首先 , 欧 拉 运动 方程 式 是 在 “ 场 论 ” ”只 具有 散 度 和 旋 度 的 数学 
基础 为 背景 的 产物 ;其 次 ,人 们 注意 到 ,航天 需 在 飞行 运动 中 存在 一 未 知 的 力 . 这 个 未 知 的 力 应 
该 是 欧 拉 方 程 尚 未 虑 及 的 因素 造成 的 . 笔者 在 研究 “ 超 变 函 数论 ”过程 中 揭示 了 在 三 维 向 量 场 
中 除了 散 度 、 旋 度 外 尚 存 在 一 个 为 目前 所 未 知 的 副 冲 量度 . 我 们 所 提出 的 修正 意见 就 是 从 这 里 
切入 的 , 即 在 考虑 存在 副 冲 量度 这 一 因素 后 , 欧 拉 运 动 方 程式 应 该 发 生 怎样 的 变化 . 


第 一 节 ”现在 的 欧 拉 运动 方程 式 
在 理想 流体 场 中 取出 一 微小 六 面体 流体 微 团 . 微 团 中 心 的 压力 为 P, 速 度 为 ws ,w,,w.. 微 


团 所 受 的 力 有 表面 力 ( 压 力 ) 和 体积 力 ( 质 量力 ). 六 面体 各 面 所 受 的 表面 力 如 图 9 -1 所 示 . 体 
积 力 为 FF, ,下 ,,F.. 设 单位 质量 的 体积 力 为 X,Y,Z, 则 在 z 轴 方 向 微 团 所 受 的 力 为 


_9P dz 区 oP dz i 
Xodrdydz 十 (P 3 ) dydz 站 7 ) dydz = (ex $=) dzdydz 
在 工 轴 方向 微 团 产 生 加 速度 的 运动 力 为 
dw, 
pdrdydz 
[ 注 ] 其 中 ,总 加 速度 为 
do _ dw: | ror ay37， WO _ Gw: 9w， Ow : 
BT BE Ty "oh MR. ay Te Be 
该 式 右 侧 第 一 项 称 为 时 变 加 速度 ;第 2 ~ 4 项 总 称 为 位 变 加 速度 . 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 ,二 者 应 相等 , 即 
(ox — Se) drdydz = Sos dzrdydz 
同 理 , 可 推导 y,z 轴 方 向 力 的 平衡 ,于 是 可 得 
| 
2 var a 
_19p,_ dw, 
a (9 -1) 
.a doy 
Far 
用 向 量 表示 , 则 为 
od _ dow _ 
S om 4 C= 


其 中 s 一 这 十 ji 十 1Z 


e。 5 。 


超 变 函 数论 基础 


这 就 是 理想 流体 的 运动 方程 式 , 又 称 欧 拉 运动 方程 式 . 


(p= 好 )dydz 


图 9-1 欧 拉 方程 流体 微 团 受 力 图 


第 二 节 ，” 副 冲 量度 的 概念 


本 草 将 用 三 维 向 量 场 的 副 冲 量度 来 重新 审视 欧 拉 运动 方程 式 . 因而 ,在 此 简要 介绍 副 冲 量 
度 的 概念 . 
现 考 察 流速 场 A 二 P(r,y,z)i 十 Q(z,y,z)j 十 RC(z,y,z)k 二 Pi 十 Qi 十 Rk 的 积分 : 


中 4 .1dV 
其 中 ,有 为 副 法 线 方向 的 单位 回 量 . 有 与 切线 方向 的 单位 回 量 * 与 法 线 方向 单位 问 量 n 的 关系 是 
以 右手 法 则 确定 的 ,如 图 9- 2 所 示 . 
7 为 空间 曲线 工 某 点 处 的 切线 方向 的 单位 向 量 ; 王 是 张 


在 曲线 L 上 的 光滑 的 有 向 曲面 ,3 的 外 侧 法 线 单位 向 量 为 n. 
令 记 二 trXn, 但 因 7 与 不 一 定 垂直 ,所 以 不 是 单位 向 量 ， | 
故 取 n 
a ee 
从 而 使 为 副 法 线 方向 的 单位 向 量 . Sy 
首先 来 说 明 上 面 所 给 积分 的 物理 意义 . 


当 A(M) 表 空 间 的 流速 场 时 , 设 流 体 密度 y= 二 1, 则 体 元 dV = 二 dm(dm 代表 体 元 dV 中 的 流 
体质 量 元 ). 
现 设 AV;(i = 二 1,2,…n) 是 空间 0 的 一 个 任意 分 割 , 则 A(M;)p;AV; 就 表示 质量 为 AV;(= 
Am;) 的 流体 在 有 方向 的 冲 量 , 记 为 
AH; 一 4A(CM)BAV，(〈i 一 1,2，…,7) 


"116 。 


第 九 章 “” 对 流体 力学 欧 拉 和 运动 方 程式 的 修正 (探讨 ) 
总 冲 量 为 


H 二 AH 
右 该 极限 存在 , 则 记 为 


1 a | mm AH. 
于 是 可 知 a . pdV 表示 0 中 的 流体 在 副 法 线 p 方向 上 的 冲 量 . 


定理 9.1 设 空间 闭 区 域 Q9 是 由 分 片 光滑 的 闭 曲 面 所 围 成 ,又 设 工 为 分 段 光滑 的 空间 区 
域 9 的 界面 上 的 一 条 闭 曲 线 ,L 的 正 向 与 3 的 侧 符合 右手 法 则 ,其 中 P(x,y,z) ,Q(zx,y,z)， 


R(xz,y,z) 在 包含 曲面 王 在 内 的 空间 区 域 2 内 具有 一 阶 连续 偏 导 数 , 则 对 2 内 的 向 量 场 A = 
Pi 十 Qi 十 Rk ,有 


ss i I 上 P) 十 泡 (R-- P) | cosa, + 


DR .9 [jp 9 i ds , 
[aa oad Q) |eosp, + | 六 (P 人 R) | cosy-} do 


(= 332 
其 中 ,dw 为 四 维 空间 的 “ 体 元 ”;cosadw 为 dw 在 yOz 平面 上 的 投影 ;cosB,dw 为 dw 在 zOrz 平 
面 上 的 投影 ;cosy。dw 为 dw 在 TOy 平面 上 的 投影 ;并 且 
J dydz » (dV)’ 
"1 dd 
dzdz »。 (dV)’ 
218 | dLdS 


. | drdy* (dV)’ 
i 


COSa,, * 


cosB, *， dw = 


己 由 一 遇 人 男 


2% 
a “Bav=| | QP) 二 六 (RP) |coso + | 医 一 ® 二 总 (P 一 Q |cosp E 
由 Oy OZ 加 O 〇 zx OZ 


ES 一 及 ) 十 QR) cosy, | dw 
Shs Oy 
经 简单 推导 ,可 得 


二 dydz 
CO eke le 志 
L(Cdydz) 十 (dzdz) 十 (dzdy)2 |]? 
cOSB a i 
” [Gdydz): 十 (dzdz)2 + (drdy)’]? 
cOsY, 一 drdy 


由 此 得 到 一 个 单位 同 量 wo 二 cosasi 十 cosB。j 十 cosY。k ,并 且 可 以 看 出 wo 的 方向 余弦 与 (上 
述 行文 中 的 ) | 让 | 与 天 无 关 . 


[ 注 ] 定理 又 给 出 一 类 四 维 空间 ,其 微 元 


超 变 函 数论 基础 


qs = Ldydz)* + (drdz)* 十 (dzdy)2] dV 


21p, | KdL 
它 与 |p | 与 天 有 关 . 


[ 注 ] 定理 左 端的 积分 域 人 ,应 视 为 四 维 空 间 域 的“ 界面”. 因此 ,积分 4 “BdV 在 积分 号 


上 加 上 个 局 圆圈 . 
对 式 (9 -3) 右 疹 使 用 积分 中 值 定 理 , 可 得 冲 量 密度 的 极限 : 


| a 1 © vp 
im 让 一 | 芒 (Q P)+(R Py eosas + (EB QP Q) | cosp, + 


Aw—M Aw 


有 (9 
Ox Oy 


其 中 ,M 为 w 内 任 一 点 ;Aw 表示 w 的 容积 . 

上 式 表明 ,在 给 定点 处 ,R 的 方 句 指示 冲 量 密度 最 大 的 方向 . 于 是 有 

定义 9.1 右 问 量 场 4 二 Pi 十 Qi 十 Rk 中 的 一 点 M 处 存在 这 样 的 问 量 R, 问 量 场 A 在 操 
M 处 的 冲 量 密度 为 最 大 , 则 称 向 量 R 为 向 量 场 A 在 点 M 处 的 副 冲 量度 , 记 作 


R=vdbiA = Es py Fs Q) -Ep 
Oy Oz OZ 


is my 加 
Fs A Q) | (9 -6) 
且 定 义 9.1 的 另 一 形式 为 
a pav= || vabia + ooao 


于 是 ,对 三 维 空 间 向 量 场 ， 不 单 存在 着 散 度 div4 , 旋 度 rot4 , 尚 存在 一 个 副 冲 量度 vdbi4. 

[ 注 ] 上 述 定理 最 后 归结 为 一 个 四 重 积 分 .其 积分 域 是 压 遍 了 的 四 维 空间 . 因而 ,我 们 所 说 
的 冲 量 密度 是 四 维 密度 . 这 就 涉及 一 个 非常 重要 的 问题 :我 们 将 式 (9 -5) 左 端 降低 ,这 就 相当 
于 使 右 端 要 附加 量 纲 工 .从 而 知 ， 副 冲 量度 vdbi4 是 带 有 附加 量 纲 L 的. 

对 欧 拉 运动 方程 式 的 修改 为 了 与 所 录 文 献 的 符号 相 统一 , 现 将 式 (9 - 6) 记 为 


Rd Ea i i 和 Fa = 一 wp) 7 二 


9 二 eh 
Fas wW:) 3y (w. 0) |k 
其 中 ,流速 场 为 
Oo 一 wz 十 wy/ Tk 
注意 到 , 副 冲 量度 vdbih 是 带 有 附加 量 纲 L 的 . 故 可 知 , 在 量 纲 上 vdbio 的 3 个 分 量 丝 表示 
速度 (一 ) 
据 此 ,图 9-2 的 微 团 在 z 轴 方 癌 又 将 产生 一 个 附加 的 加 速度 的 运动 力 : 


d|9. er 
le 一 oz) 一 号 (o。 oo) |pdzdydz ”本 - 面 


其 称 为 冲 量力 . 
根据 牛顿 第 二 运动 定律 ,二 者 应 相等 , 即 
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第 九 章 ”对 流体 力学 欧 拉 运动 方程 式 的 修正 (探讨 ) 


2 ~ do RF 
(eX —) drdyd: pdrdydz 十 壬 | 总 w:) 一 号 (w， oo.) pdrdyde 


于 是 , 式 (9 -1) 应 修改 为 
1] Op _ dw, wh -一 本 > 


por dt dt 


_18p qu, d[9 
p 9y di Th Ox 
1 Sp dy d 9 
= 人 | 和 (ww:)— 寺 = 
Z 人 i ET Fs CU By i 
用 回 量 表示 , 则 为 
和 村 
Se A vdbi w (5 = 
其 中 


5 一 这 十 :jY 十 上 2Z 
式 (9-9) 右 端 第 二 项 与 第 一 项 一 样 , 也 包括 时 变 加 速度 和 位 变 加 速度 这 两 类 加 速度 . 这 就 
是 修改 后 的 理想 流体 欧 拉 运动 方程 式 . 


s* EY a 


第 十 革 ” 非 对 称 场 “ 量 于 化 ”问题 的 数学 解读 


内 容 提要 本 章 提 出 ,发 生 在 连续 变化 的 对 称 场 中 的 事物 ,用 复 变 水 数论 方法 处 理 已 经 完 
善 了 .但 是 ,对 于 非 对 称 场 , 某 事物 的 边 值 问 题 将 发 生 量子 化 问题 . 本 章 揭示 了 “量子 化 问题 ”的 
数学 描述 及 事物 的 边 值 问 题解 的 分 布 规律 . 


引 


理论 物理 学 家 A. 爱 因 斯 坦 说 “人 们 不 止 一 次 地 提出 过 这 样 的 意见 ,认为 自然 规律 未 必 能 
用 微分 方程 来 描述 .事实 上 ,从 量子 论 的 观点 来 看 ,是 否 容许 体系 有 这 种 状态 呢 ? 为 了 有 可 能 
回答 这 个 问题 ,我 们 应 当 认 为 ,体系 运动 的 周期 ,全 都 只 能 按照 量子 规则 形成 . 为 了 真正 证 明 量 
子 关系 ,显然 需要 新 的 数学 语言 .无 论 如 何 , 用 微分 方程 组 和 积分 条 件 来 记录 自然 规律 ,正如 我 
们 今天 所 做 的 那样 ,是 同 合理 的 想法 矛盾 的 . 理论 物理 学 的 基础 重新 受到 震撼 ,实验 要 求 我 们 
能 够 在 新 的 更 高 的 水 平 上 找到 描述 自然 规律 的 方法 .新 思想 要 到 什么 时 候 才 会 出 现 呢 ? 谁 要 
是 能 够 活 到 那个 时 候 并 且 能 够 看 到 这 一 点 , 那 该 是 多 么 幸福 啊 . ”“ 爱 因 斯 坦 意 识 到 :“ 量 子 力 
学 的 路 线 必定 是 使 得 它 为 了 描述 实在 而 去 寻求 一 种 纯粹 的 代数 理论 . 但 是 , 却 无 法 给 出 这 样 一 
种 理论 的 基础 .” 

本 草根 据 本 书 中 的 理论 (也 即 爱 因 斯 坦 期 望 的 纯粹 的 代数 理论 ) ,企图 揭示 连续 与 间断 的 
联系 并 给 出 非 对 称 场 的 “量子 化 ”的 数学 解读 . 


第 一 所 ” 非 对 称 场 的 量子 化 问题 


uk 


1. 三 维 对 称 场 
人 研究 某 一 物理 量 , 原 则 上 讲 是 个 “ 边 值 问题 ”. 如 果 其 背景 属于 三 维 对 称 向 量 场 ,那么 切 出 
一 个 平面 并 应 用 复 变 图 数论 的 知识 就 行 了 . 于 是 ,由 复 变 图 数 重要 积分 ( 边 值 问题 的 基本 公式 ) 


ee 

Fa 下 区 2 1) 
, ] a 
及 一 2 (10 -2) 


可 知 ,函数 f(z) 在 边界 C 内 z 处 的 值 取决 于 它 在 边界 C 上 的 值 F(z) ;并 且 , f(z) 是 连续 的 . 
2. 三 维 非 对 称 场 
在 超 变 函 数论 的 4 个 等 价 命题 中 ,给 出 了 超 变 函数 重要 积分 (三 维 边 值 问题 的 基本 公式 ) 


f (€) | 
J | CE (10-3) 
] 二 
及 PD od = HG,) (10 -4) 
Y §—Q 


s, 2 %* 


第 十 章 ” 非 对 称 场 “量子 化 ”问题 的 数学 解读 


可 知 ,函数 f(Q) 在 边界 面 3 内 Q 处 的 值 取 决 于 它 在 边界 三 上 的 值 f(&). 但 是 ,“ 量 子 化 ”发 生 了 . 


(1) 积分 Lae 是 连续 的 ; 


(2) “量子 化 ”发 生 在 互 (1,j). 
在 超 变 函 数论 的 4 个 等 价 命题 中 已 给 出 

H(i,j) =1n (一 1) 

或 者 

H(i,j) =1n (一 7 
且 对 上 两 式 有 下 述 结果 : 
(1) 在 ==ai 十 jBi 及 ij= 二 ias 十 jB, 时 ,有 

ln (—1)=i(2k+1)x (REZ) 

在 1j 二 a 十 iB, 时 ,有 


C2 十 1 二 
A Ck 
: (于 十 kx)+jln WZ 十] 


(2) 在 =ai 十 jB, 时 ,In (一 j) 无 意义 ; 
在 1] =ayp 二 1B» 时 ,有 


bi CO— 0) =i| (2 二 Dx 土生 |+iln 本 
在 ij 一 la 十 ]A 时 ,有 


in (一 j) =i(2kx 土 她) 十 jln C1 (区 


也 就 是 说 : 
(1) 在 j= 二 ai 十 jB: 时 ,有 
] Se =H(i,) =In (—1) =i(2k+ Dx CEZ) 
(2) 在 jj 一 av 十 ip。 时 ,有 
dQ 二 i 
= HH( ~ ) = 
$ a 0 ln 《一 1) 


此 时 


区 
上 
(至 十 tx) 十 jin (WE 十 1) 


ln (一 ) = (2 十 Dx 士 至 |+jnm 2 


(3) 在 j= 二 ias 十 jB: 时 ,有 


dQ 区 (一 1) 
= Hi(151》 = 
由 aa ln > 


此 时 
In <— 1) =i(2kT 1) 


(4 = 


Ki 二 


(IO = 


(10— 8) 


Ey 


R010 


B= 


CRO = 12) 


CHO 3 
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Iin (—j)) =i(2kx 圭 3) 二 jln CE CD = a 


由 以 上 各 式 可 见 , 由 于 &EZ, 故 五 (ij) 的 取 值 是 跳跃 ”的 ,因此 式 (10-3) 所 示 的 f(Q) 
是 “量子 化 ”的 .在 这 里 给 出 了 三 维 非 对 称 场 的 边 值 问题 “量子 化 ”的 数学 本 质 . 


第 二 节 “量子 化 ” 值 的 分 布 


由 式 (10 -3) 知 ,这 里 涉及 五 (i,j) 的 逆 ( 或 说 倒数 ). 为 此 , 先 摘录 相关 于 两 类 超 复数 Q = 
Za 十 ic 及 Q 二 ia 十 jc 求 道 的 一 般 性 结论 . 

1. 两 类 超 复 数 求 逆 的 一 般 性 结论 ( 详 见 附录 4) 

(GD)Q=2Z=a+ic 的 倒数 存在 , 且 即 为 通 稼 的 复数 求 逆 . 

(2) 在 二 二 a 十 ip 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复数 Q = ia 十 jc 的 倒数 不 存在 . 

(3) 在 这 一 as 十 jB; 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复 数 Q =ie 十 jic 的 倒数 可 能 存在 又 可 能 
不 存在 在 ;存在 时 也 可 能 不 唯一 . 

(4) 在 汪 ==ia; 十 jB; 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复数 Q =ia 十 jc(c 夭 0) 的 倒数 不 存在 . 

(5) 在 ij 一 ias 十 jB; 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复 数 Q =ie 十 jc, 当 c=0 时 (同时 |a|= 
1) ,有 


当 包 = 同时 1c| 二 了 屯 ; 有 


2. 来 互 (ij) 及 瑟 (ij) 的 综合 结论 
(1) 在 j= 二 ai 十 jB: 时 ,有 

ln (—1)=i(2k+1)x (REZ) 
ln (一 ]) 无 意义 ,故此 时 


| 二 一 = H(i,]))=ln (一 1) 王 1(2 十 1)r (RE ZI) 


1 


1 到 
人 (OR TF 1 (RE ZI) (10— 15) 


(2) 在 j= 二 a 十 i8, 时 ,有 


和 
em CBE Wy 
(至 十 tr) 十 jnm G 届 在 了 


jn (一 忽 = 让 (2 十 Dx 士 亚 | 十 in (1 
但 是 ,在 超 复数 求 逆 的 讨论 中 已经 知道 ij ==a, 十 ip， 分 解 的 情况 下 ,在 yOz 内 所 给 超 复数 
Q = 二 ia 十 jc 不 存在 倒数 .所 以 ,此 时 只 剩 下 ln (一 1) = 二 i(2k 十 1)x 的 逆 存 在 . 即 
i . 


人 
(2 Tj ty 


(1) 在 二 ia, 十 jB, 时 ,有 
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第 十 章 ” 非 对 称 场 “ 量 子 化 ”问题 的 数学 解读 


ln (—1)=i(2k 二 1)x (RE D2) 


I =i(2kx 士 所 ) 十 jln 二 
但 是 ,在 超 复数 求 逆 的 讨论 中 已 经 知道 , 在 已 知 j=ias 十 1B; 分 解 的 情况 下 , Q=ia 十 jc 的 
倒数 不 存在 . 
故此 时 只 剩 下 ln (一 1) ==i(2k 十 1)x 的 逆 存 在 , 即 


J = a 1 a 
H(i =| 2 1 Cok TT (10 - 17) 
式 (10 -15) 至 式 (10 -17) 说 明 ,不 管 在 1 的 哪 种 分 解 方 式 下 , 互 (1i,j) ”和 皆 相同 , 即 恒 有 
na 一 
人 


前 已 述 及 , 因 互 (ij)” 值 的 "量子 化 ”, 随 之 f(Q) 就 被 "量子 化 ” 那么 ,相应 的 结论 是 
1 
由 于 ,在 j==ai 十 ip ,j= 二 ai 十 jBis1j 二 ias 十 jB, 3 种 情况 下 ,五 (i,j)” 的 值 皆 为 
Ei > 
并 且 可 以 看 出 ,对 于 不 同 的 整数 天 ,有 


f(Q) -Hed ee 
的 值 已“ 量子 化 ”了 .或 者 说 ,在 闭 曲 面 上 上 连续 的 阴 数 所 决定 的 它 在 3 内 点 Q 的 值 是 跳跃 的 、 
离散 的 . 

当年 爱 因 斯 坦 的 困惑 ,来 自 两 个 方面 :第 一 是 非 对 称 场 的 “量子 化 ”的 代数 表达 ;第 二 是 如 
何 引 入 边界 条 件 . 困惑 他 一 生 的 根 由 实际 是 缺少 本 书 的 理论 . 

本 章 结论 :第 一 是 支持 了 爱 因 斯 坦 “ 上 帝 不 毛 骨 子 ”的 观念 ;第 二 是 说 明了 相对 论 与 量子 
力学 并 不 矛盾 . 


A 总 下 名 dé 的 值 的 分 布 


1 
TE (kE LZ) 《10 = 18) 
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第 十 一 了 肖 流 机 理 及 实验 研究 


内 容 提 要 本 章 提出 ,divA,rotA 及 vdbiA 并 存 , 才 是 淇 流 的 数学 本 质 ; 为 验证 副 冲 量度 
vdbi4 的 存在 ,建议 一 试验 方案 . 

关于 潮流 ,目前 物理 学 的 观点 : 注 流 场 由 各 种 大 小 的 涡 旋 倒 加 而 成 ;流体 在 流动 过 程 中 , 涡 
旋 不 断 破碎 、 合 并 ,流体 质点 轨迹 不 断 变化 ;在 某 些 情况 下 , 流 场 做 完全 随机 的 运动 ,在 另 一 些 
情况 下 , 流 场 随机 运动 和 拟 序 运动 并 存 . 

笔者 认为 ,以 上 观点 ,未 能 完善 地 揭示 注 流 的 机 理 , 让 我 们 回 到 雷诺 的 潮流 试验 . 

我 们 仍 采 用 雷诺 的 试验 装置 、 过 程 ,只 改变 一 下 雷诺 管 的 形状 . 即将 雷诺 管 做 成 ( 轴 截 面 
为 ) 矩形 的 、 底 面 选用 黏 浪 系 数 小 的 材料 ,两 侧面 选用 笑 澡 系数 很 大 的 材料 . 如 此 ,两 相 比 较 可 
近似 认为 底面 的 恭 澡 作用 可 忽略 . 

管 中 流 场 A 实际 上 存在 3 个 运动 , 即 沿 管 轴 方向 的 一 个 运动 (对 应 着 通 量 ). 试想 ,在 垂直 
于 管 轴 方 向 放置 一 挡 板 , 它 必 然 受 到 沿 管 轴 方 向 的 推力 ;由 于 管 壁 的 黏 清 作 用 使 管 中 流 体 同 一 
层面 的 流速 不 同 而 产生 涡 旋 运动 ( 见 图 11-1). 试想 ,在 任 一 层面 上 平 放 一 中 心 固定 的 轮 叶 , 它 
必然 会 转动 起 来 . 这 说 明 流 场 微 团 受到 一 垂直 管 轴 方 向 的 (对 应 着 环 量 ) 的 旋转 力 . 

如 果 同 一 层面 的 流体 质点 仅 受 上 述 两 种 力 的 作用 的 话 ,该 质点 只 能 在 同一 层面 上 运动 , 绝 
对 不 会 (路 层 ) 发 生 “ 涡 旋 不 断 破碎 、 侣 并 ,流体 质点 轨迹 不 断 变 化 ”的 现象 ! 

如 果 承 认 垂 直流 场 A 的 流动 方向 和 涡 旋 方向 , 尚 存在 有 沿 8 方向 的 副 冲 量度 vdbiA( 对 应 
着 冲 量 ) 的 话 , 则 由 图 11 -1 可见 : 管 轴 两 侧 同一 流体 层面 的 两 对 称 质点 A,B 必 受到 垂直 于 该 
层面 的 方 回 相反 的 副 冲 量力 的 作用 . 这 才 是 流体 质点 发 生 跃 层 运 动 的 原因 . 


管道 壁 。 ------ 尘 =-% a -会 = 多 斤 ) 本 


图 11-1 涡 旋 场 示 意图 


我 们 可 以 解释 雷诺 管 中 注 入 的 着 色 流 层 为 什么 发 生 订 流 现象 了 . 开始 ,流体 速度 较 低 时 ， 
管 壁 黏 清 作 用 力 较 小 . 因而 , 涡 旋 力 较 弱 , 副 冲 量力 更 不 显著 , 故 着 色 流 层 无 显著 变化 ,保持 着 
层 流 状态 ; 当 流 体 速 度 较 大 时 , 管 壁 黏 清 作用 力 增 大 ,故而 涡 旋 力 增 大 ,更 有 显著 的 副 冲 量力 出 
现 . 于 是 ,着 色 流 层 发 生 跃 层 变 化 ,形成 环流 . 

故而 可 识 ,div4,rot4 及 vdbi4 并 存 , 才 是 注 流 的 数学 本 质 . 

笔者 在 这 里 期 盼 的 是 ,物理 学 家 如 何 设 计 一 感知 副 冲 量力 的 试验 方法 呢 ? 这 将 是 历史 性 
的 贡献 ! 


第 十 一 革 超 变 卫 数 论 的 意义 


一 、 三 元 超 复数 的 理论 体系 的 建立 


1. 运 算 的 扩展 规律 对 三 元 超 复数 的 启发 

在 前 面 两 部 分 内 容 中 ,我们 已 经 严格 地 证 明 .推导 出 三 元 超 复 数 的 下 述 特 点 . 

(1) 任 两 三 元 超 复 数 数 之 积 可 以 不 存在 ;存在 时 也 不 唯一 . 

(2) 任 一 非 零 三 元 超 复数 数 之 道 元 可 以 不 存在 ;存在 时 也 不 唯一 . 

在 这 一 点 上 ,我 们 可 以 在 总 结 三 大 运算 的 发 展 规 律 的 基础 上 ,得 到 更 多 的 启发 , 见 表 
12 -1. 首先 我 们 注意 到 ,第 一 运算 (加 法 ) 的 道 运算 ,第 二 运算 (乘法 ) 的 道 运算 ,第 三 运算 ( 乘 
方 ) 的 逆 运 算 ,都 引起 数 的 概念 的 不 断 扩 充 . 实际 上 , 当 总 结 三 大 运算 的 发 展 规律 后 就 不 难 发 
现 ,运算 类 别 竟然 是 无 穷 无 尽 的 .在 此 ,一 个 简单 的 思维 一 一 理应 由 第 四 运算 的 逆 运 算 去 完成 
数 域 由 二 元 数 拓 广 到 三 元 数 . 具体 推论 详 见 第 一 篇 第 一 章 内 容 . 

表 12-1 运算 类 的 扩展 
类 别 


号 的 


2. 四 元 数 对 三 元 超 复数 的 理论 支持 

1843 年 ,哈密 尔 顿 在 爱尔兰 皇家 科学 院 会 议 上 宣告 了 四 元 数 的 发 明 . 何谓 四 元 数 ? 

形 如 a 十 贡 十 d 十 dk 的 数 称 为 四 元 数 ,其 中 i,j,k 是 三 坐标 轴 正 方向 上 的 一 个 单元 . 

四 元 数 的 运算 建立 在 下 列 基 础 上 , 即 六 = 六 =k = 一 1,ij =k,ji = 二 一 k,jk =i,kj = 一 i， 
Ki 二 j, 认 = 二 一 j( 这 是 规定 的 运算 ). 

哈密 顿 对 四 元 数 具 有 无 限 的 热情 ,他 相信 这 个 发 明和 微 积 分 同等 重要 . 当 他 引入 算 子 Y= 
Po Ft 后 ,作用 于 一 个 连续 的 向 量 点 函数 V 二 Vii 十 Vsj 十 Vk 上 时 ,可 得 


上 本 
Bd 


“ ad 


超 变 函数 论 基础 


-区 + 入 + 要 区- 委 )+ 区 -要 /+ 区 - 轨 ) 

这 个 结果 说 明 什么 ? 首先 它 是 个 四 元 数 ,其 次 它 把 向 量 场 的 散 度 及 旋 度 连接 在 一 起 了 ,这 
是 任何 一 个 数学 家 都 为 之 鼓舞 的 事情 :由 此 可 以 期 待 四 元 数 在 物理 学 中 得 到 应 用 . 

但 是 ,四 元 数 致命 的 弱点 是 不 能 进行 分 析 运 算 , 或 者 再 说 的 本 质 一 些 , 四 元 函数 缺少 解析 
条 件 ( 类 似 于 复 变 函 数 的 C-R 条 件 ), 这 就 决定 了 四 元 数 在 应 用 上 的 局 限 性 . 倒是 由 四 元 数 分 
离 出 的 向 量 部 分 V = 二 Vii 十 V2j 十 Vsk 为 工程 师 们 所 青睐. 

J. W. Gibbs 将 三 维 向 量 分 析 从 四 元 数 里 分 离 出 来 . 他 在 (向量 分 析 基 础 ) 中 写 道 :“ 建 立 这 
个 课题 的 方法 与 处 理 四 元 数 的 方法 有 些 不 同 , 只 是 给 出 一 个 适当 的 记 法 来 表达 向 量 之 间或 向 
量 与 数量 之 间 的 那些 关系 ,这 个 记 法 看 来 是 非常 重要 的 , 它 非常 容易 地 引导 到 解析 变换 ”. 

历史 上 ,四 元 数 的 拥护 者 和 向 量 的 拥护 者 之 间 展 开 过 “究竟 哪个 更 为 有 用 ”的 争论 ,最 后 
以 有 利于 向 量 而 解决 ,工程 师 和 物理 学 家 欢迎 ]. W. Gibbs 的 向 量 分 析 . 麦克 斯 韦 用 向 量 分 析 
的 方法 所 建立 的 电磁 学 方程 组 清楚 地 表明 向 量 是 物理 思想 的 有 力 工具 . 

如 何 评价 四 元 数 的 意义 呢 ? 

(1) “四 元 数 的 引进 , 揭 开 了 新 的 数学 前 景 一 一 不 是 只 有 一 个 实数 和 复数 的 代数 ,而 是 有 很 
多 不 相同 的 代数 ”, 这 个 观点 是 开拓 性 的 . 

(2) 由 四 元 数 分 离 出 的 向 量 代数 在 物理 学 上 有 着 广泛 的 应 用 . 

(3) 哈 密 顿 在 建立 四 元 数 时 ,放弃 了 “乘法 满足 交换 律 ” 的 原则 ,尽管 这 是 革命 性 的 ,但 其 
数学 基础 却 是 人 为 的 规定 ,而 不 是 自然 产生 的 . 

(4) 在 四 元 数 中 不 能 产生 分 析 运 算 ,这 就 决定 了 其 应 用 的 局 限 性 . 

(5) 伴 随 四 元 数 的 研究 ,产生 过 各 式 各 样 的 超 复 数 . 其 中 一 个 重要 成 果 :哈佛 大 学 数学 教授 
Benjamin. Peiree(1809 一 1880 年 ) 在 《线性 结合 代数 中 引进 了 答 零 元 的 概念 ， 即 元 素 A 对 某 
正 整 数 n 满足 A" = 二 0; 又 引进 了 考 等 元 的 概念 , 即 元 素 A 对 某 个 n 满足 A" 一 A. 他 证 明了 ,一 个 
代数 ( 域 ) 如 果 在 其 中 至 少 有 一 个 非 宕 零 元 , 则 必 有 一 个 寡 等 元 . 

这 就 佐证 了 空 数 j 的 性 质 之 一 :==j(n 为 正 整 数 ) 是 正确 的 . 为 什么 ? 在 三 元 超 复数 域 中 ， 
空 数 j 对 一 切 正 整数 ”,j" 夭 0, 即 j 是 个 非 寡 零 元 ,因而 必 有 站 =j 对 一 切 成 立 , 即 ) 是 个 寡 等 
元 . 这 个 结果 恰好 是 对 空 数 j 的 上 述 重要 性 质 的 肯定 . 


OV, OV 
和 Oy + Ox 


二 、( 三 元 ) 超 复 数 与 其 他 空间 理论 的 关系 


我 们 可 以 清晰 地 看 到 数学 上 的 空间 理论 ,实际 是 沿袭 着 两 条 轨道 发 展 的 :第 一 条 道路 是 由 
运算 类 的 不 断 扩充 ,使 数 由 一 元 数 ( 直 线 数 ) 一 二 元 数 (平面 数 ) ~ 三 元 数 ( 三 维 空间 数 ) 一 四 
元 数 ( 四 维 空间 数 ) 一 …… 第 二 条 道路 是 公理 化 道路 . 

自 非 欧 几何 被 公认 后 ,人 们 明确 了 :可 以 建立 不 同 的 公理 化 系统 ,只 要 逻辑 无 矛盾 地 演绎 
下 去 ,就 可 以 构造 出 各 式 各 样 的 空间 理论 . 于 是 ,各 种 公理 化 的 空间 被 研究 着 . 例如 , 黎 曼 空间 
及 布尔 位 特 空间 等 . 

我 们 知道 ,空间 是 物质 的 存在 形式 ,空间 结构 反映 一 系列 物体 的 关系 和 现象 的 规律 性 . 这 
里 ,最 基本 的 元 素 是 点 及 两 点 距离 . 任何 一 个 空间 理论 都 是 由 此 出 发 的 ,只 不 过 道路 1 上 的 点 
是 实在 的 几何 点 ,两 点 距离 也 是 几何 意义 的 距离 ;道路 2 上 的 点 ,可 以 是 非 几 何 意义 的 ,两 点 距 
离 则 以 公理 形式 定义 . 
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道路 1 上 的 空间 (目前 只 到 三 维 空间 ) 理论 是 以 处 理解 析 盟 数 为 主题 方 回 发 展 的 ,这 些 理 
论 都 依托 着 欧 几 里 得 空间 (均匀 的 无 曲率 空间 ) . 

道路 2 上 的 空间 理论 ,是 以 处 理 空间 的 几何 性 质 、 结 构 为 主题 方向 发 展 的. 

两 条 道路 上 的 空间 理论 相互 之 间 具 有 不 可 替代 性 又 是 可 以 相互 渗透 的 .或 者 说 ,在 处 理 某 
些 客观 问题 上 是 等 效 的 . 例如 :在 布尔 伯 特 空间 中 , 像 能 量 . 冲 量 …… 这 类 数量 是 借用 共 斩 运 


算 子 来 研究 的 ,而 在 超 变 函数 论 中 是 用 ||A。BdV 来 研究 (这 里 向 量 人 代表 场 内 任 一 点 处 的 能 
量 密度 ) 能 量 的 变化 , 冲 量 的 变化 用 副 冲 量度 vdbih 来 研究 . 
三 、 超 变 函 数论 对 物理 学 的 贡献 


在 三 元 数 域 上 ,我 们 建立 了 超 变 函数 论 . 这 个 理论 为 物理 学 提供 了 其 他 空间 理论 所 未 曾 提 
供 的 数学 工具 . 三 元 超 复数 系 的 特有 性 质 具 有 翻 开 历 史 新 页 的 重大 意义 . 

(1) 为 三 维 向 量 场 A 提供 了 除 旋 度 rotA 、 散 度 div4 外 的 副 冲 量度 vdbiA. 

(2) 由 旋 度 rot4 、 散 度 divA 、 副 冲 量度 vdbiA 推出 势 函 数 \ 流 函数 vv 及 副 冲 量 函 数 w 的 解 

(3) 势 函 数 、 流 区 数 、 副 冲 度 函 数 是 共 轿 调和 涵 数 ,它们 满足 超 变 函数 的 解析 条 件 . 

(4) 正如 在 二 维 向 量 场 的 由 等 势 线 和 等 流 线 构成 的 “ 流 网 ”的 重要 意义 一 样 ,本 书 给 出 了 
三 维 向 量 场 的 由 等 势 面 .等 流 面 及 等 副 冲 量 面 构成 的 “ 屋 式 网 格 ”, 它 对 分 析 三 维 场 的 诸 种 问 
题 起 着 重要 作用 . 

有 了 这 些 数学 工具 ,流体 力学 的 核心 方程 ( 伯 努 利 方程 ) 应 该 修正 ;电磁 力学 的 核心 方程 
(麦克 斯 韦 方 程 ) 应 该 得 到 补充 ,从 而 使 光 的 波动 性 和 粒子 性 都 可 以 解析 地 表达 ; 汕 流 的 数学 
本 质 也 可 揭示 清楚 . 

(5) 提供 了 三 维 空间 的 保 角 映射 的 充 要 条 件 , 这 是 三 维 空 间 内 边 值 问题 所 需要 的 理论 
根据 . 

(6) 提供 了 三 维 非 对 称 场 “ 量 子 化 问题 ”的 数学 解读 :其 边 值 问题 的 解 ,一 是 “量子 化 ”的 ; 
二 是 “有 一 定 分 布 区 域 的 ”， 


四 、 复 势 及 其 推广 


复 变 函数 论 的 生存 .发展 缘 源 于 它 对 研究 二 维 向 量 场 的 贡献 . 其 中 , 复 势 概念 起 着 根本 性 
作用 . 


设 有 速度 场 "一 十 记 ,, 对 于 无 源 、 无 旋 的 不 可 压缩 稳定 流动 而 言 ,有 divw = + a 


4 
Ov OvU 

， 一 -一 一 一 二 一 0 ,也 

0, roty = 3y 也 即 
RE 12 -1 
QZ Oy OX Oy ( ) 

又 据 场 论 第 一 公式 ,有 

-| dy 一 v,dr ,9 -| dr wdy 1 


众所周知 , 流 函 数 y 及 势 函 数 g 满足 C-R 条件: 


e 421 。 


ap _a 0 _ oY 本 
Ox 99 "Oy Ox wy 


于 是 可 知 , 当 记 复 解析 函数 f(z) ==g 十 iy, 则 其 导数 为 
(zx = 1 — 1 
fe) Ox 下 Shs 有 


人 们 称 这 样 的 解析 函数 为 复 势 (或 称 速度 势 ). 
当 记 广 (z) 表示 f(z) 的 共 恩 复数 时 , 则 
f(z) =v=u, + iv, 
以 上 的 叙述 可 归结 为 下 述 定 理 . 
定理 12.1 设 在 单 连通 域 D 中 ,有 向 量 场 "三 也 十 记 ,, 则 存在 D 内 的 一 个 复 势 f(z) = 
9 十 iy, 使 


其 中 gp,y 是 向 量 场 的 势 函 数 与 流 艺 数 . 

复 势 概念 揭示 了 (例如 ) 二 维 速度 场 与 复 变 解析 郴 数 的 内 在 联系 . 因此 ,使 复 变 孔 数 论 成 
为 研究 二 维 向 量 场 的 得 力 工 具 . 

定义 12.1 设 有 超 复数 Q 二 a 十 十 jc,; 则 称 Q==a 一 六 一 jc.Q= 二 4 一 这 十 jc 为 超 复 数 Q 
的 共 纯 超 复 数 . 

[ 注 ] 当 c==0 时 ,就 是 普通 的 复数 .为 保持 与 共 力 复数 概念 的 一 致 ,因而 共 力 超 复数 的 形式 
只 能 有 两 种 情况 , 即 Q=a 一 让 一 jc 和 Q=a 一 这 十 jc. 

一 个 空间 向 量 场 4 王 A.(Czy,y,z)1i 十 A,(Czyz)j 十 A.(Czyyyz)K 大 一 Ai 十 AJ 十 AK, 它 的 
超 变 函数 形式 为 

A=A,+iA,+jA., 

其 中 ,i 为 虚数 单位 ,j 为 空 数 单位 . 

我 们 可 以 证 明 与 复 变 函 数论 那里 的 定理 12. 1 完全 类 似 的 定理 . 

定理 12.2 设 在 空间 单 连 域 Q 内 有 向 量 场 A = 二 A, 十 iA ,十 jA. 则 存在 Q 内 的 一 个 超 复 势 

(QQ) 三 人 (放逐 ) VR) YE) = 二 jw 
使 
f(tQ)=A, 十 记 于 这。 

其 中 ,f(Q) = 二 wu 十 iv 十 jw 的 实 部 、 虚 部 v、 空 部 多 分 别 表示 该 向 量 场 的 流 函 数 、 势 函数 、 副 冲 量 
吨 数 . 

(证 明定 理 12.2 的 主题 是 要 说 清楚 ,存在 一 个 超 变 函数 f(Q) 一 x 十 记 十 jw, 当 要 求 
广 (Q) =4。 十 iA, 十 jA。 时 ,这 个 函数 F(Q) 是 解析 的 . 

证 明 定理 条 件 的 设 定 , 实 际 上 是 认定 F(Q) = 十 iv 十 jw 在 点 (x ,yzZ) 处 可 慎 . 

故 由 超 变 函数 论 与 场 论 的 关系 知 ,f(Q) 有 3 种 表达 式 : 


f(Q) ti 
Pep es le 
OY = i P12 | 
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要 证 明 的 是 , 当 要 求 / Q) =A; 十 iA, 十 jA: 时 ,f(Q) = 二 u 十 i 十 jw 在 Q 内 是 解析 的 . 
当 取 万 (Q) = 至 一 于 一 j 他 时 ,我 们 在 第 一 篇 第 二 章 中 已 证 明了 这 个 定理 . 


当 取 ff (Q) = Sr 同样 可 以 证 得 该 定理 6( 见 附录 3). 


于 是 ,我 们 得 出 下 述 结论 : 

(1) 定理 12.2 解决 的 问题 是 ,三 维 调和 问 量 场 内 超 复 势 的 存在 性 ,从 而 揭示 了 (例如 ) 三 
维 速度 场 与 超 变 也 数 解析 函数 的 内 在 联系 . 因此 , 超 变 函数 论 成 了 人 研究 三 维 向 量 场 的 得 力 工 
具 . 这 是 对 二 维 复 势 概念 向 三 维 的 推广 . 

(2) 我 们 的 证 明 对 f (Q) = i FQ 丝 成 立 . 就 是 说 ， 
对 给 定 的 超 复 数 Q@= 二 a 十 冯 十 jc, 对 它 的 所 有 共 轿 超 复数 Q@ 二 a 一 让 一 jc 及 Q= 二 a 十 训 十 jc 都 有 
相同 的 结论 . 

因此 ,创立 超 变 函数 论 的 全 过 程 始 终 是 哲学 .自然 .数学 的 相互 交织 .相互 印 证 .相互 促进 
的 一 个 发 展 历程 . 这 个 历程 说 出 了 一 个 引领 性 科学 必须 是 “哲学 自然、 数学 的 和 谐 ” 体 系 . 
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第 十 三 重 超 变 遇 数 论 展望 


本 书 开 创 了 一 条 新 的 数学 和 物理 两 大 学 科 交 又 理论 研究 的 道路 .但 是 , 它 仅仅 是 个 “ 基 
础 ”更 深入 、 更 广阔 的 前 景 将 有 赖 于 青年 学 者 的 继续 工作 . 

超 变 困 数理 论 具 有 有 目 身 的 一 些 特 有 人 性质, 例如 三 元 数 的 积 ( 商 ) 可 以 不 存在 ;存在 时 也 不 唯 
一 .基于 其 本 身 特质 , 尽 笔 者 之 所 能 提出 11 个 展望 性 问题 以 供 读者 讨论 . 


一 、 超 变 函 数论 在 数学 方面 的 问题 


问题 1 三 维 非 调 向量 场 的 数学 方法 怎样 完善 ? 

我 们 在 本 书 中 只 就 散 度 divA 二 a,rotA 二 0, vdbiA 二 0 进行 了 研究 ,对 于 divA 王 0,rot4 二 a， 
vdbiA 二 0 ,divA 二 0 ,rotA4 二 0, vdbi4 二 a 的 最 简 情 况 尚 待 研 究 , 从 而 应 用 旋 度 、 散 度 、 副 冲 量度 的 
线性 可 加 性 是 否 可 做 综合 处 理 ? 再 者 ,是 否 可 以 利用 和 帘 级 数 展开 各 类 复杂 了 即 数 并 通过 逐 项 求 
导 化 为 上 述 的 “最 简 情 况 ” 来 处 理 ? 

问题 2 ” 保 角 映射 黎 曼 定理 的 存在 性 以 及 如 何 证 明 问 题 . 

保 角 映射 黎 曼 定理 不 论 两 个 单 连 通 区 域 9 和 QQ "(它们 的 边界 面 都 是 由 多 于 一 个 的 点 
所 构成 ) 是 怎么 样 ,也 不 论 在 这 两 个 区 域 中 的 两 个 点 Qu 与 Po 以 及 两 个 实数 0 和 go 是 怎样 给 
定 的 ,总 有 一 个 把 区 域 2 映射 到 区 域 2” 上 去 的 单 叶 保 角 映射 (这 样 的 映射 只 有 一 个 ) 

nn 
存在 ,使 得 
UP po 
其 中 argi f (Qo) 指 锥 角 ,argz f (Qo) 指 刷 角 . 

那么 该 定理 有 无 必要 ? 右 必 要 ,那么 如 何 证 明 ? 

问题 3 解析 延 拓 理论 的 必要 性 . 

问题 4 留 数 定理 的 建立 . 

问题 5 奇 点 分 布 问题 如 何 提出 及 相应 理论 的 构建 . 

问题 6 哈密 顿 的 四 元 数 问 题 的 研究 . 

问题 7 量子 现象 的 纯粹 数学 的 最 基本 特征 讨论 . 

爱 因 斯 坦 认 为 “量子 力学 的 路 线 必定 是 使 得 它 为 了 描述 实在 而 去 寻求 一 种 纯粹 的 代数 理 
论 . 但 是 , 却 无 法 给 出 这 样 一 种 理论 的 基础 ”那么 ,量子 科学 的 数学 基础 的 最 基本 特征 是 什么 ? 


二 、 超 变 函 数论 对 物理 学 应 用 研究 的 问题 


问题 8 副 冲 量度 及 副 冲 量力 的 应 用 问题 . 

(1) 机 站 问题 . 机 普 问 题 是 飞机 高 速 飞行 遇 到 的 难题 ,按照 对 消 流 机 理 的 分 析 , 副 冲 量力 是 
否 在 其 中 起 到 了 影响 作用 ? 

(2) 探 讨 机 到 结构 . 根据 超 变 函数 理论 , 乌 儿 翅膀 上 又 排 的 大 羽毛 的 功效 有 两 个 ,一 是 满足 
升力 原理 ;二 是 调 市 副 冲 量力 的 . 因此 , 鸟 几 有 限 的 动力 却 有 极 大 的 机 动 性 ,将 机 嗓 结构 的 研究 
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与 乌 的 翅膀 结构 研究 相 结合 ,是否 能 得 到 一 些 新 的 结论 ? 

问题 9 绝对 黑体 辐射 的 机 理 人 研究 . 

首先 声明 ,这 只 是 个 探究 性 见解 ;其 次 ,此 文 用 意 在 于 :Q@ 为 量子 物理 学 家 提供 男 一 思路 ， 
起 到 抛砖引玉 的 效果 ; 请 量子 物理 学 家 考虑 本 章 提 供 的 结果 与 黑体 辐射 公式 的 联系 . 另外 ， 
文中 使 用 了 “温度 子 ”, 它 不 是 个 需 定 义 的 名 词 , 只 是 为 方便 使 用 . 

在 修改 后 的 《量子 化 问题 的 数学 解读 ) 一 文中 给 出 了 互 (i,j)” 值 的 “量子 化 ”的 结果 : 

1. 三 维 闭 曲 面积 分 


其 中 ,不 论 在 i 的 哪 种 分 解 方式 下 ,总 有 


H (i,j)™ = (RE 2) 


i 
2, 绝 对 黑体 辐射 

设 有 球形 绝对 黑体 ,在 球面 点 Q, 处 开 一 小 孔 . 
按 超 变 函数 论 的 闭 曲 积分 观念 ,假定 黑体 加 温 至 温度 工 , 则 其 内 部 任 一 点 Q, 的 温度 为 


Ta -Hd 人 
假定 点 Q, 处 所 开 一 小 孔 很 小 ,只 有 一 个 “温度 子 ” 射 出 . 那么 ,由 于 “温度 子 ”的 直线 辐射 
(绝对 黑体 内 侧 的 ) , 闭 曲面 积分 和 dQ_ ,中 ,只 需 考 虑 过 点 Q 和 球 心 O 的 一 个 圆周 上 的 闭 


Q < Qo | 
dQ 
曲线 积分 9- 
按 复 变 阴 数论 级 相关 理论 : 
dQ 
中 于 二 全 二 2X1 


可 知 , 从 小 孔 射 出 的 “温度 子 ” 为 
1 


® 2 ~-y™ 
Ts 1 — = ~-T(kE€ 
. a | CET) 2ri yy en a 


C9 
式 (13 -1) 表明 ,辐射 出 的 “温度 子 ” 是 量子 化 的 . 


E 


图 13-1 绝对 黑体 示意 图 
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第 十 三 章 ， 超 变 函 数论 展望 


说 明 : 
(1) 式 (13 -1) 与 量子 力学 中 的 “辐射 度 ” 如 何 换算 ? 
(2) 如 果 换 算 后 式 (13 -1) 不 正确 的 话 ,问题 出 在 使 用 的 “温度 子 ” 的 直线 辐射 (绝对 黑体 


内 侧 的 ), 闭 曲面 积分 0 中 ,只 需 考虑 过 点 Q, 和 球 心 O 的 一 个 圆周 上 的 闭 曲线 积 


dO 、 
5 这 一 观点 不 正确 . 

问题 10 完善 量子 力学 的 核心 方程 . 

根据 超 变 也 数 理论 ,研究 势 函 数 、 流 函数 、 副 冲 量 函 数 的 泊 松 方程 能 否 作 为 量子 力学 核心 
方程 研究 的 基础 理论 体系 . 

问题 11 关于 暗物质 的 研究 . 

我 们 对 暗物质 存在 与 否 不 持 观 点 ,只 是 提 两 方面 的 问题 来 供 读者 参考 . 

(1) 显 物质 与 暗物质 所 占 比 计算 得 正确 吗 ? 

1915 年 , 爱 因 斯 坦 根据 他 的 相对 论 得 出 推论 :宇宙 的 形状 取决 于 宇宙 质量 的 多 少 . 他 认 
为 : 军 宙 是 有 限 封 轩 的 .如果 是 这 样 ,宇宙 中 物质 的 平均 密度 必须 达到 5X10 ”g/cm’. 但 是 ， 
迄今 可 观测 到 的 宇宙 的 密度 , 却 是 这 个 值 的 1/100. 也 就 是 说 ,宇宙 中 的 大 多 数 物 质 “ 失 踪 ” 了 ， 
科学 家 将 这 种 “失踪 ”的 物质 叫 “ 暗 物质 ”. 那么 宇宙 是 有 限 的 还 是 无 限 的 ? 

从 以 上 引文 可 知 ,暗物质 概念 是 在 有 限 封 财 空间 得 出 的 . 但是, 如果 宇 宙 是 无 限 的 ,那么 有 
限 空间 物质 密度 的 计算 方法 怎 能 适合 无 限 空间 呢 ?” 要 知 , 在 有 限 空 间 中 获得 的 认 知 到 了 无 限 
空间 是 会 有 差异 的 . 

(2) 星 际 间 的 力 . 

最 早 提出 证 据 并 推断 暗物质 存在 的 是 20 世纪 30 年 代 荷 兰 科 学 家 Jan Oort 与 美国 加 州 
理工 学 院 的 瑞士 天 文学 家 弗 里 效 。 扎 维 奇 等 人 . 1932 年 ,美国 加 州 工 学 院 的 瑞士 天 文学 家 弗 
里 效 。 扎 维 奇 最 早 提 出 证 据 并 推断 暗物质 的 存在 . 弗 里 效 。 扎 维 奇观 测 螺旋 星系 旋转 速度 时 ， 
发 现 星系 外 侧 的 旋转 速度 较 牛 顿 重 力 预 期 的 快 , 故 推测 必 有 数量 庞大 的 质 能 拉 住 星系 外 侧 组 
成 ,以 使 其 不 致 因 过 大 的 离心 力 而 脱离 星系 . 天 文学 家 进一步 推断 ,在 人 类 已 知 的 宇宙 物质 之 
外 ,还 有 一 种 物质 存在 .平常 人 很 难 理解 暗物质 ,所 以 人 是 看 不 到 的 . 

那么 是 际 间 的 力 仅 有 引力 吗 ? 若 果 如 科学 观察 的 那样 :星系 外 侧 的 旋转 速度 较 牛 顿 重 力 
预期 的 快 , 故 推测 必 有 数量 庞大 的 质 能 拉 住 星系 外 侧 组 成 ,那么 ,是否 应 该 考虑 一 下 副 冲 量力 
的 存在 . 因为 只 有 考虑 副 冲 量力 的 存在 ,推测 必 有 数量 庞大 的 质 能 拉 住 星系 外 侧 组 成 ,以 使 其 
不 致 因 过 大 的 离心 力 而 脱离 星系 这 一 结论 才能 成 立 . 


对 副 冲 量力 的 计算 说 明 


mo 一 wz 十 wj wk 
则 作用 于 质量 为 M 的 “质点 ”上 的 副 冲 量力 为 


F= (Svdbio )M 
其 中 
呈 vdbi 一 生 | 六 (0 一。 a i "+ 一 oo 一旦 (os 一 ) |+ 
Ea ) 


189 * 


目 然 辩 证 法 中 提出 ,科学 是 哲学 的 基础 ,哲学 是 科学 的 指导 . 哲学 对 科学 实施 方法 论 指 导 ; 
科学 是 哲学 的 具体 材料 .因此 ,我 们 认为 ,数学 ,物理 和 哲学 的 和 谐 统 一 是 科学 研究 的 重要 路 
线 , 自 然 . 哲 学 和 数学 的 和 谐 统 一 方 可 造就 重大 科学 创新 . 超 变 困 数理 论 在 建立 过 程 中 始终 遵 
循 这 一 方针 . | 

按 认 识 论 的 程序 , 超 变 盟 数理 论 的 研究 由 特 原 到 一 般 ,再 由 一 般 到 特殊 的 循环 过 程 找到 了 
运算 类 的 扩充 规律 ,从 而 为 人 类 数学 发 现 了 第 四 运算 并 由 其 逆 运 算 引 出 了 三 元 数 . 另外 , 数 系 
的 拓 广 绝对 不 是 人 为 约定 的 孤立 的 事物 , 它 与 运算 类 的 扩充 密切 相 联 . 

在 理论 研究 工作 中 ,笔者 由 对 自然 科学 问题 的 研究 产生 了 一 些 深入 的 哲学 思想 ,而 这 些 哲 
学 思考 ,在 某 种 程度 上 影响 了 超 变 曙 数 理论 的 研究 体系 的 建立 , 遂 一 并 放 在 文中 ,与 读者 们 共 
同 讨 论 . 

1. 详解 《道德 经 ,第 一 章 》 

《道德 经 》 首 篇 日 :“ 道 可 道 , 非 常 道 也 ;名 可 名 , 非 恒 名 也 ， 

无 名 ,万 物 之 始 也 ;有 名 ,万 物 之 母 也 . 

故 恒 无 欲 也 ,以 观 其 上 孙 ; 恒 有 和 欲 也 ,以 观 其 所 得 . 

两 者 同 出 , 异 名 同 谓 . 玄 之 又 亦 , 众 胱 之 门 .” 

老子 的 思想 发 自 客观 自然 ,因此 ,我 们 应 以 自然 科学 为 背景 来 诠释 之 . 当时 的 老子 , 团 于 科 
学 知识 的 局 限 , 使 其 在 阐述 中 带 有 神秘 的 色彩 . 因而 ,我 们 要 剔除 这 些 色彩 ,显露 其 自然 的 
面貌 . 

上 面 的 引文 ,是 《道德 经 ) 的 开 宗 之 篇 . 他 在 告诉 人 们 : 

物 之 理 ( 宇 宙 万 物 所 遵循 的 大 道理 ) ,可 以 认识 ,但 无 终极 ;“ 理 ”的 外 在 表现 ,可 以 描述 ,但 
不 能 穷尽 . 

天 地 始 于 无 形 ; 万 物 母 于 有 形 ( 我 们 只 能 在 可 以 描述 的 有 限时 空 内 ,去 认识 万 物 的 因果 关 
系 ). 

对 于 无 ,我们 总 怀抱 好 奇 心 去 探索 其 奥妙 ;对 于 我 们 所 能 认 知 的 宇宙 局 部 ,总 要 研究 这 一 
认 知 所 能 达到 的 界限 . 

“有 、 无 ”的 对 立 统 一 显现 着 “ 道 ”,“ 从 有 到 无 ”从 无 到 有 ”的 循环 往复 的 认识 过 程 ,可 使 我 
们 对 宇宙 的 认识 从 一 个 层次 跃升 到 另 一 层次 .重要 的 是 ,对 现存 事理 必须 去 次 究 其 适用 范围 ， 
即 那个 “ 微 ” 在 哪里 . 认识 这 个 “ 微 ? 方 可 开启 认 知 众 事物 不 同 层次 之 门 .对 此 ,下 面 一 段 再 进 一 
步 论 之 . 

2.“ 有 无 相生 ”的 真 谤 

人 们 对 “有 无 相生 ”的 认识 常 犯 望 文生 义 的 错误 . 例如 ,对 "无 生 有 ”, 理 解 为 ”有 , 生 于 虚 
无 >“ 衬 宙 大 爆炸 ?就 是 这 一 机 械 思 维 的 产物 . 

老子 告诉 我 们 ， 有 无 相生 ?实则 是 人 们 认识 客观 事物 时 在 不 同 “ 玄 门 ? 的 感受 . 

对 于 “ 零 ”( 即 “无 ”) ,数学 界 及 哲学 界 早 就 有 各 种 认识 . 恩格斯 在 4 目 然 辩 证 法 》 中 做 了 哲学 
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第 十 四 章 超 变 函 数论 的 哲学 思考 


上 的 总 结 和 认识 上 的 深化 一 一 零 具 有 丰富 的 内 容 ; 黑 格 尔 说 “任何 某 物 的 无 ,是 某 一 特定 的 

让 我 们 从 数学 上 最 基本 、 最 重大 的 “ 数 ” 的 概念 阐述 老子 、 恩 格 斯 、 黑 格 尔 这 些 辨 证 先 师 的 
“有 、 无 ” 观 . 

众所周知 ,人 类 数学 最 初 只 认 知 正 整 数 . 当面 对 方程 x 十 1 = 二 0 时 ,从 正 整 数 系 这 一 层面 上 
观 之 ,确实 发 生 了 正 整 数 的 湛 灭 , 即 此 时 zx 不 是 任何 正 整 数 .但 是 ,我 们 敢 说 “x 十 1 = 二 0” 表 示 
“无 ” 吗 ? 现 在 ,我 们 都 知道 :此 时 的 “无 ”产生 了 “有 ”, 即 z= 二 一 1. 人 们 自 此 之 后 又 认 知 了 整数 
系 , 它 是 高 一 层次 的 数 系 .于 是 ,zx 十 1 =0 的 “无 ” 寓 含 着 有?”. 

当面 对 方程 x* 一 2 二 0 时 ,就 发 生 了 整数 的 泥 灭 , 即 此 时 zx 不 是 任何 整数 .但 是 ,我 们 敢 说 
“x? 一 2 二 0” 表 示 “ 无 ” 吗 ”? 现在 ,我 们 都 知道 :此 时 的 “无 > 产生 了 “有 ”, 即 z 王 士 V2. 人 们 自 此 
之 后 又 认 知 了 实数 系 , 它 是 再 高 一 层次 的 数 系 . 

当面 对 方程 x* 十 1 二 0 时 ,就 发 生 了 实数 的 泥 灭 , 即 此 时 不 是 任何 实数 . 现在, 我们 都 知 
道 : 此 时 的 “无 > 产生 了 "有 ”, 即 并 一 士 1 人 们 自 此 之 后 又 认 知 了 复数 系 , 它 是 更 高 一 层次 的 

当面 对 方程 =0 时 ,就 发 生 了 复数 的 泥 灭 , 即 此 时 ,z 不 是 任何 复数 . 但 是 ,我 们 敢 说 “z 王 
0” 表 示 “ 无 ” 吗 ”? 此 时 的 “无 ”应 更 新 为 有 ”, 即 必 有 异 于 复数 的 新 数 j( 笔 者 称 其 为 空 数 j) 产 
生 , 使 j=0. 但 是 ,人 们 在 长 达 160 年 余 的 时 间 否 定 了 三 维 超 复数 系 ( 或 称 三 元 数 ) 的 存在 性 . 而 
泥 灭 三 维 超 复数 系 的 生命 ,数学 的 发 展 就 停滞 了 . 

原来 “有 无 相生 ”中 的 “无 ?是 特定 的 无 “无 ?是 旧 "“ 有 ? 走 至 其 " 微 ”" 时 的 显现 ; 当 越 过 此 “ 微 ” 
就 产生 了 更 新 层次 上 的 “有 ”. 对 宇宙 万 物 之 理 的 认识 就 这 样 循环 往复 地 由 一 个 层面 跃 人 更 高 
的 层面 ( 即 所 谓 玄 之 又 玄 ). 这 里 ,把 握 前 、 后 两 层面 的 “ 微 ? 就 是 众 玄 之 门 . 

万 般 事 理 此 有 其 " 微 >“ 乘 积 唯 一 ”之 律 只 适合 一 、 二 维 数 系 , 绝 对 不 是 普 适 的 ! 如 果 我 们 
自信 于 中 华 哲 学 ,越过 “乘积 唯一 ”这 道门 槛 ,数学 将 进入 一 个 新 的 天 地 . 这 就 毫 无 疑问 了 . 

3. 由 “中 庸 ? 产 生 对 称 思想 

何谓 "中庸 ?2? 有 古人 解说 :不 偏 之 谓 中 ,不易 之 谓 庸 . 就 字 意 思 看 中庸” 乃 “ 执 中 而 致 用 ” 
de 
老子 学 说 主要 是 说 宇宙 万 物 的 “ 道 ”; 颂 家 的 "中庸 ” 则 说 的 是 如 何 行 “ 道 ”. 就 是 说 , 行 “ 中 
良 ” 之 道 乃 是 寻求 道 的 和 谐 性 、 均 衡 性 . 

宇宙 万 物 皆 处 于 动态 ,动态 运行 总 趋 于 和 谐 \ 均 衡 的 稳 态 . 当 我 们 寻找 到 这 个 稳 态 点 (不 
偏 ) 时 方 可 正确 认识 、 处 理 各 项 事宜 ( 致 用 ). 

“中 庸 ” 告 诉 我 们 ,对 任何 事物 的 认识 、 处 理 都 不 能 “一 头 沉 ”. 因为 ,如 此 将 失 却 运动 和 变 
化 ,事物 就 死亡 了 . 

“中 庸 ? 这 一 认识 论 可 以 称 之 为 对 称 性 思维 . 

在 三 元 数 系 上 建立 的 4 超 变 因 数 论 ) 宣 示 了 事物 的 下 列 对 称 性 : 

(1) 三 元 数 与 三 维 向 量 的 对 称 ; 

(2) 数 的 扩充 与 运算 类 的 拓 广 的 对 称 ; 

(3) 三 维 向 量 场 与 三 个 “ 度 ”, 即 散 度 、 旋 度 及 副 冲 量度 的 对 称 ; 

(4) 三 维 向 量 场 与 三 个 函数 , 即 势 消 数 、 流 函数 及 副 冲 量 函 数 的 对 称 ; 

(5) 二 维 “ 流 网 ”与 三 维 * 屋 式 网 格 ” 的 对 称 . 
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不 研究 上 述 对 称 性 , 怎 能 对 三 维 回 量 场 有 完善 的 认 知 ? 
结语 :以 哲学 为 指导 正确 认识 三 元 数 的 重大 基础 意义 ,突破 "乘积 唯一 性 ”的 束缚 ,数学 基 
础 理论 方 可 跃升 到 一 个 新 高 度 , 从 而 引发 物理 学 的 一 场 革 命 . 
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了 哇 有 好 


附 录 一 


为 确信 式 (1 - 29a) 成 立 ,我 们 从 另外 等 价 角度 研究 . 
设 


“= 
1 CD 
op a i 
if be = 


按 代替 符号 ,将 式 (1) 及 式 (2) 分 别 表 示 为 
if’ (Q) =—L; 十 记 , iL; 
if’ (Q) =mi 十 ims 十 jms 
分 解 式 (3) 并 与 式 (4) 比较 之 ,可 得 
mi 王 一 于 > 十 as 
ms 三 于] 


ns. 一 LsB. 


Es 一 0 


Er dw = Lbs = ;Ls 一 0 


外国 本 
为 什么 允许 下 式 ; 
DL = Dm = Dm = 


| 一 二， 一 上 > 了 一 0 
mm; 一 1121 7723 一 77717703 一 0 


nin, 一 71723 一 11713 一 0 


变 为 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 
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Di 二 mi 和 十 ni = 二 1 
[2 十 mi 十 ni 二 1 
L; 十 m3 十 ns 二 1 
LiL; + mm + nin, =0 
LL 二 m7ns 十 nsons =0 
LiLs + mms nins =0 


回答 如 下 :由 

3 3 <) 

一 : op 一 > 一 ] 
ti 一 ] ti 一 ] 1 一 1 
LiL;=LiL; =L,L;=0 
mim; 一 771 7723 =m2m3 =0 
ninz 一 721 13 =n2ns 一 0 

可 以 得 出 


3 3 3 
= Yu 一 Di | 
i 二 ] 1 一 ] ti 一 ] 
Lads 十 mim 十 :N17 一 0 
NY 十 m2 7m3 十 no73 二 0 
LiL; 十 mms 十 nins 二 0 


由 和 矩阵 理论 : 方 阵 为 正 交 矩阵 的 充 要 条 件 是 , 方 阵 的 行 ( 列 ) 向 量 都 是 单位 向 量 且 两 两 正 


(1) 


Ee Jan, a 
交 . 据 此 ,上 式 表 明 |m， m，。 ms | 为 正 交 和 抢 阵 . 而 正 交 和 矩阵 的 列 癌 量 也 是 单位 向 量 , 故 可 由 
ni 122 nn3 


式 (1) 得 

Li 十 mi 十 ni 二 1 
十 im; 十 nz 二 1 
L3 二 m3 二 +ns=1 
LiL; (mim nn, =0 
LsLs mins + nzna =0 
LL 二 mms+nins 一 0 

这 就 是 “允许 ”的 理由 . 

附录 三 ” 共 罗 超 复数 的 为 一 形式 的 研究 
当 定 义 共 斩 超 复数 为 Q 王 一 这 十 jc 时 , 仍 有 : 
定理 ” 设 在 空间 单 连 域 Q2 内 有 问 量 场 4 = 二 A, 十 iA, 十 jA. 则 存在 Q 内 的 一 个 超 复 势 


f(Q) =u(TX,y,z) -iv (ms ys) jw Ye 一 & 十 1v 十 jw 


f(Q)=A,++iA,+iA. 
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(证 明定 理 的 主题 是 要 说 清楚 ,存在 一 个 超 变 函数 F(Q) = v 十 ip 十 jw, 当 要 求 f(Q) = 
A, iA, 十 jA; 时 ,这 个 函数 /(Q) 是 解析 的 ) 

证 明 公式 编号 自 成 系统 ) 

定理 条 件 的 设 定 ,实际 上 是 认定 P(Q) =w 十 iv 十 jw 在 点 (zx,y,z) 处 可 导 . 

请 (Q) 有 3 种 表达 式 : 


f= 


OV | ;90w 
az ax 
二 i 字 十 j 


2 十 下 
Pb 1 站 二 让 


TO 
要 证 明 的 是 , 当 要 求 F CQ) =A; 十 iA, 十 jA; 时 ,f(Q) = 二 wu 十 iv 十 jw 在 Q 内 是 解析 的 . 


(GD 取 广 Q) = 译 二 于 二 天, 则 产 Q)= (OD = a 
Tz OX Ox Ox 
当 要 求 六 CQ) (Q) 一 A， + 1A, 十 j]A,, 有 
Ou _ 
Ox A 
7 pe 
5 A (1) 
Ow _ 
Ox A 
(2) 取 了 (Q@ = 于 ( 关 i Sh WW fe 
1 Oy Oy 
1) 当 居 一 wk 十 jB 时 《ay 十 B= 二 1), 有 
du WN 
FM > 下 wy” 
Ov _ ow 9L _ ;0 Ow 
f(Q) = Qk 3 和 Se JBs By 
当 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA,., 则 有 
Ov Ow _ 
OY “Oy 
Ou _ 
ee A 3 
Ow _ 
Br Oy z 
2) 当 1j =ia, 十 jp8。 站 有 
ov _./ou OwW\ _., 9w 


f(Q = a me i 


在 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA.， 时 ;同样 可 有 
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( 芭 5] 一 A， (3) 


De 
ay “ay 
Au OWN _ (4) 
> By 3 )=A 
0 = 
i | ;au 
(3) 取 了 (0 二 | 


由 村 一 j 及 十 一 1 或 j, 可 有 


jQ) = 并 十 ij 并 十 弛 
或 
f'(Q) = 下 十 并 于 3 
只 应 用 f(Q) et 来 论述 (作者 演算 过 , 按 上 面 的 广 (Q) 的 第 二 种 形式 ,能 
得 出 同样 的 结论 ) : 


1) 当 1j==ai 十 jBi 时 (Qi 十 B= 二 1), 有 
wai i i i 
f(® = (F me ES 


在 要 求 P (CQ) =A,. 十 iA, 十 jA. 条件 下 ,有 


OZ OZ 

= (5) 
Ou OW 
OZ Th Oz A 


2) 当 i1 王 ia 十 jp 时 (a 十 Bs 二 1), 有 
: i us 
| 


。 142 。 


附 录 


在 要 求 f(Q) =A,. 十 iA, 十 jA. 条 件 下 ,有 
Ov 
OZ 
Ov _. 
Qag Dz y (6) 
Ou On 
Ox bs Ox A 
3) 当 1]=a,y 十 18, 时 (a, 十 B。 二 1) ,有 
f'(Q) = (= Wi. J ye 2 
在 要 求 F (Q) =A, 十 iA, 十 jA. 条 件 下 ,有 
Ow Oo = 
Ox Tas Ox A 
二 六 
Bp 3 A, CE 
ou 一 
OZ . 
现在 综合 考虑 上 述 的 结果 ,我们 仍然 使 用 下 面 的 记号 : 
Ou _ Oy Ow _ 
az “0 Wi Ox L; 
Ou _ O90 一 Ow _ 
ay nmi, By m2,， By m3 (8) 
Gu- 00 一 ， ER 
2 ”人 Se 
由 式 (1) 、 式 (2) ,可 得 
Li =m: ams “十 用 一 1 3 3 
Ly =m -> 今 es ET 有 ai 0 (9 ) 
L; =— Bm 站 > 
由 式 (1) 、 式 (3) ,可 得 
Li=m, as 十 肥 一 1 3 3 
一 L; = 二 mi 十 qs 十 m3 之- 令 Li = m; 二 1 ,有 asmims 一 0 C10) 
=— Bem: 和 本 


由 式 (1) 、 式 (4) 可 得 


ki, = Qa»,m 
1 和 pin 3 2A 队 一 1 


— |, =mi 十 Bpms 一 人 ML = Pm 一 ]， 有 apm， m3 十 Bopmims 一 0， 全 元 En — sbs =0 


La 二 0 


由 式 (9) 一 (11) ,可 以 得 出 


m27n3 =mim3a =0 


(11) 


因为 ms 不 可 以 为 零 , 否 则 1 的 3 种 分 解 方 式 就 失去 意义 ,问题 就 退化 到 平面 场 了 ,所 以 只 


能 是 
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故 有 


7721 7722> 一 0 


77217712 一 117227723 =mims =0 
由 式 (1)、 式 (5) ,可 得 
Li =ns an; ， 2 : 
ap +B; =1 3 3 
Vw ==0 » 0 Db bi 
EE 3 十 高 而 ti 一 】 1 一 ] 
由 式 (1) 式 (6) ,可 得 
[一 7 ac+Be 一 1 3 
L, 一 ao722 一 > 人 SS Is 六 二 1 有 ,Ben2zns 一 0 
=] i=] 
Ls = Wi 二 Ben: 
由 式 (1) 、 式 (7) 可 得 
Li 一 7 Pop 3 3 
L, = Bpne = 令 上 二 >》 站 三 1 有 apn2n3 一 (0 


1 一 ] 1 一 1 


L; 一 7 
由 式 (13) ~ (15) ,可 得 


nn — 17725 二 0 


同样 的 道理 ,zz 关 0. 否则 i 就 失去 了 3 种 分 解 方式 的 差异 ,只 能 是 


故 有 


原始 


721 723 = 


nina =nin2s 一 12713 一 0 
又 由 式 (11) . 式 (13) ,有 
sa = ds <4= Ly La 二 0 


综 上 所 述 ,在 DL 一 >)m 一 >)n; 一 1 的 条 件 下 , 式 (12) 式 (16) . 式 (17) 同时 成 立 . 


(12) 


L132 


(14) 


(13) 


(16) 


Ca 


于 是 ,在 要 求 f(Q) =A, 十 iA, 十 jA; 时 ,可 以 有 可 导 的 超 变 函 数 f(Q) = 二 ww 十 iv 十 jw 满足 


综合 解析 条 件 . 
三 3 3 
Rs 一 Xm 一 》 ,证 一 ] 
这 1 i= 1 i 一 ] 


La ks z= dn — 上 ,Ls 二 0 
minmz 一 11217723 =m2m3 =0 


rnta = Ni Ts — 5 Ta 一 0 


故 知 ,f(Q) 在 2 内 是 解析 的 . 


以 上 所 述 表 明 , 共 斩 超 复数 无 论 取 哪 种 形式 ,在 证 明 超 复 势 存 在 性 上 都 是 等 效 的 . 


附录 四 超 复 数 的 对 数 


这 是 个 待 讨 论 的 问题 ,正文 的 结果 与 下 面 得 出 的 结果 ,有 待 物理 实践 来 确定 . 


《1 六 起 义 
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1 十 这 十 因 二 十 … 十 天 十 … A 1+j(z 二 这 - 十 “十 车 十 “十 1 一 1)= 
十 并 e 一 了 
则 可 以 证 明 
Eh 
事实 上 


Bs a TT 
] 十 j(Ce ~—1)++j(e® 一 1) 十 (en 一 1)(Ce” 一 1) 王 
1 十 jes 一 ] 填 je 一] 十 je ws es 一 6 一 6 十 1 一 
1 一 十 je 王 1 十 并 ee 一 1) 三 四 5 2 

(2) 对 于 超 复数 ,为 计算 Q= 二 ln w, 先 考虑 w= 二 =e?. 

假设 Q=z 十 iy 十 jz( 其 中 zy,y,z 和 皆 为 实数 ), 有 


岂 一 eq 一 r(Sinbgey 十 jcosO) ， 


有 
r(Sinbey 十 jcosg) 一 er 一 er 。ey。ec 一 er(cosy 十 isiny)L1 十 j(Ces 一 1) 志和 
只 要 由 式 (1) 确定 出 实数 xz,y,z 之 值 , 则 当 给 定 一 个 超 复 数 ww 时 即 可 求 出 Q=1n w. 
由 式 (1) 首先 可 以 定 出 r= 二 e” ,所 以 得 
X=lnr 人 
如 何 确定 y 与 z 的 值 呢 ? 
显然 y,z 的 值 应 由 下 式 确 定之 . 
sinbey 十 jcos0 二 (cosy 十 isiny)[1 十 j(e* 一 1)|]= 
cosy 十 isiny 十 j(e 一 1)cosy 才 ier — 1)siny 
也 就 是 
sinbcosp 十 lsinbsinyp 十 jcosb 二 cosy 十 1siny 十 J](e* 一 1)cosy 十 jj(e’ 一 1)siny ‘Sy 
这 里 又 涉及 jj 项 的 分 解 . 


1) 令 和 二 ai 十 jBi, 其 中 十 B= 二 1. 
此 时 , 式 (3) 变 为 
sinbgcosp 十 isinbgsinp 十 jcosb 王 [cosy 十 ak(e 一 1)siny] 十 isiny 十 
jL(e —1)cosy+ Ble’ — 1)siny) 
比较 等 式 两 端 , 得 
sin0cosy =cosy ar(e’ — 1)siny 
sin0sing = siny (4) 
cos0 = (e’ — 1)[Lcosy+t Bisiny] 
利用 ai 十 Bt 二 1, 由 式 (4) 得 联 立 方程 组 
singsing = siny (5a) 
(e 一 1) sin y= (sinbcosg 一 cosy) 十 [cos0— (e*—1)cosy] (5b) 
首先 计算 . 
此 时 ,r= 二 1,9 = 二 x ,于 是 
由 式 (2) 得 z 二 0; 由 式 (5a) 得 siny 二 0, 从 而 cosy = 二 十 1, 并 且 式 (5b) 成 为 
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一 人 一 1 一 5 十 |109 一 人 e 一 loosy 
由 式 (6) 可 得 
cosy 一 一 1 及 ee 一 1=0 


于 是 有 
yy 一 (2R 十 1)xr (RE Z) 
z 一 (0 
所 以 ln (一 1) 王 1(C2R 十 1)x (RE ZI) 
再 计算 ja 一 礼 。 


此 时 ,~ 王 1,0 一 rp 任意 ,于 是 


由 式 (2) 得 z 王 0; 由 式 (5a) 得 siny = 二 0, 从 而 cosy 王 土 1, 并 且 式 (5b) 成 为 


0 一 (0 一 cosy) 十 [一 1 一 (e* 一 1)cosy]: 
由 式 (7) 可 得 
cosy 三 0 
此 与 siny 二 0 相 了 矛盾 . 所 以 ,无 意义 . 
2) 令 1=x 十 jp, 其 中 os 十 Bo 一 1. 
此 时 ,由 式 (3) 可 有 
sin0cosp 一 cosy 十 (ee — 1)a,siny 
sin0sinp = siny + (e’ — 1)B,siny 
cosO 一 (e 一 1])cosy | 
为 解 实数 y 及 z ,利用 wy 十 8 三 1, 由 式 (3-49) 得 联 立 方程 组 
cosO 一 (e 一 ])cosy 
(ez 一 1) sin'y 一 (sinbgcoso 一 cosy) 十 (sinbgsinp 一 siny) 


首先 计算 ln( 一 1). 
此 时 ,r 二 1,0 二 9 ,9 一 x, 于 是 


由 式 (2) 得 z= 二 0; 由 (10a) 得 0=(e 一 1)cosy, 从 而 得 

0=(e’*— 1)cosy 

(e*—1)’sin yy 一 (一 1 一 cosy) 十 (0 一 siny)” 
由 式 (11a) ,可 得 ee 一 1=0 或 eosy 一 0 
@ 当 马 一 1 三 0, 由 式 (11b) 可 得 

cosy 三 一]， y= (2k 二 1)x 
所 以 
ln (—1)=i(2k 二 1)x (RE Z) 

@ 当 cosy = 二 0, 则 


siny 一 土 1， y= 


又 由 式 (11b) 可 得 
i 二 
所 以 z 一 ln (V2 十 1) 
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(6) 


和 


(8) 


(9) 


(10a) 
(10b) 


(11a) 
(11b) 


于 是 
be =i( 弛 十 kx ) + jiln 1 人 放 


再 计算 . 
此 时 ,> 王 1,0 王 xy 任意 . 于 是 ,由 式 人 42) 得 z= 二 0, 且 由 式 (11a) 可 得 
[一 主 王 5 人 一 二 cosy 
[ce 一 1) siny 一 (0 一 cosy) 十 (一 siny) 一 1 
将 式 (11a) 两 边 平方 再 加 上 式 (11d) ,可 得 
(es 一 1)2 一 2， es 一 1 一 V2 (一 V2 应 会 去 ) 


所 以 z 二 In (2 十 1) 且 有 cosy 一 一 如 ,由 此 得 出 


和 = 
由 此 可 得 
a= |) =i| (2k 十 Dx 士 竺 |+iln (V2 十 1) (RE 2) 

3) 人 一 io 十 jp 其 中 十 Bo 一 二 
利用 wj: 十 8 王 1, 由 式 (3) 可 得 

i 一 COSy 

(e 一 1) siny 一 (sinbsinp 一 Siny) 二 [cos0— (e:—1)cosy] 
首先 计算 In( 一 1). 
此 时 ,r 二 1,0 二 9 ,9 一 x+ 于 是 


由 式 (2) 可 得 z= 二 0; 由 式 (12) 可 得 
一 1] 二 cosy 
Cc 
由 此 得 出 
y=(2k 二 1l)x (RE ZI) 
ib 
故 知 ln (—1)=i(2k 二 1)x (RE ZI) 
再 计算 lIn( 一 j). 
此 时 ,r= 二 1,9 = 二 ,vo 任意 ,于 是 
由 式 (2) 有 工 王 0; 由 式 (12) 可 得 
0 一 coOSsy 
(e* —1)sin y=(0— siny)’ 十 [一 1 一 (一 Jecosy 小 
由 此 可 得 


siny 一 土 1， y= 二 二 ‘Ck 
又 可 得 
(ez 一 1)2 一 2， zx 一 ln (V2 十 1) 


(11c) 
(11d) 


(C12 


(12a) 
L122 


(126) 
(12d) 
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故 知 ln (一 =i(2kx 土 包 ) 二 jln 要 


六 
综 上 所 述 , 有 以 下 结论 : 
@ 在 ij=ai 十 jB 及 j=ias 十 jB, 时 ,有 
in (— 1)=i(2k 二 lx 《RE 2) 
在 1 一 wy 十 ip， 时 ,有 


ke 
i (k EZ) 
(至 十 tr) 十 im (CVZ 十 1) 


名 在 j==ai 十 jBi 时 ,ln (一 ]) 无 意义 ; 
在 1] 一 w， 十 18， 时 ,有 


本 加 =i (2 十 Dr 士 于 | 十 im 人 和 友 
在 1j 王 ic, 十 jB, 时 ,有 
In (一 j) =i(2kx 士 马 ) 十 jln eI te 


由 此 可 知人 5 0 是 多 值 的 , 且 与 ij 的 分 解 方式 有 关 . 


附录 五 超 复数 求 逆 


超 复数 Q= 二 a 十 论 十 jc 如 何 求 逆 ?” 在 对 超 复 数 求 递 时 ,只 需 在 |Q, |=1 下 进行 .事实 上 , 任 
意 超 复数 Q=| Q 1，Q&. 故而 ,只 需 考 虑 单位 超 复数 Qu 的 求 逆 . 具体 到 本 章 , 只 涉及 Q=a 十 记 、 
Q= 二 a 十 jc.Q== 让 十 jc 的 求 道 . 

现 讨 论 如 下 : 

(1) 超 复数 Q= 二 Z==a 十 ib(a? 十 c= 二 1), 为 求 其 逆 ( 实 际 是 在 复 平面 zOy 内 求 逆 ), 则 只 能 
是 Q!=Z 1 =m 十 in 的 形式 .现在 ,只 要 求 出 n 及 m 之 值 ,Z” 即 可 求 出 .其 过 程 : 


设 一 一 二 和 mw 二 in, 由 此 稳 册 


a 
] = (am — bn)1i(mb an) 
(1) 
由 式 (1) 得 
l=(am—bn) 之 a=a'm™—abn 
0 一 pz 十 az 之 0=b m+abn 6 
相 加 得 


a=m(b’ +a’)=m 
代入 式 (2) 得 n= 一 5b,. 于 是 
| 
“a++iw 
于 是 有 结论 1:Q=2Z=a 十 it 的 倒数 存在 且 即 为 通常 的 复数 . 
(2) 求 Q==a 十 jc 之 道 ( 实 际 在 zxOz 平面 内 求 逆 ), 则 只 能 是 


=a— ib 
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WE 
由 式 (3) 得 
1] ==(a+ijc) (mjp) =am 二 jm 二 ap)+j cp =am+tij(cm tt apt cp) 
对 应 有 联 立 方程 组 
] = am 
0 一 czz 十 ap 十 cp 
=m 十 办 
由 此 得 
了 
m 
ap p 


二 (十 力 ” 
因 a 十 c= 二 1, 所 以 


2 


ie 人 +) = 


整理 得 
(m+ pp) tp =m nt pp) 
因 
m +p =1 
所 以 , 联 立 求解 上 面 两 式 ,得 出 
(mp)’ =—1 


故 有 结论 2, 每 一 形式 为 Q@= 二 a 十 jc(| Q |==1) 的 超 复 数 没有 倒 ( 逆 ) 数 . 
[ 注 ] 当 Q=a 十 jc 时 ,是 否 可 取 @Q =5 =m+in+jP? 


答 : 不 可 ! 具体 陈述 如 下 . 
由 


Q "= =m+in+jP 


可 得 
1 =A(& 二 jc}( 砚 和 十 说 二 D2 二 om 叶 1an 十 j(mec 二 ap eb} 1!1jen 
在 j= 二 al 十 i181 下 ,有 
1 三 (am 十 aicoz) 十 10cz 十 Bicz) 十 Jazc 十 Ga 力 十 cz) 
由 此 得 如 下 的 联 立 方程 组 
] 一 az 十 al cz 
an 十 Bocz 一 0 
ac 十 dz 十 cz 一 0 
a 十 BP =] 
a 十 c= 二 1 


(4) 


(4a) 


(4b) 


(4c) 


(5) 


(6) 


C7 


上 面 5 个 方程 要 解 出 7 个 参数 ,显然 不 合理 , 故 应 抛弃 Qr: = 雍 =m 十 in 十 jp 的 可 能 性 . 
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(3)Q=ia 十 ic 的 求 逆 问题 
同样 道理 可 知 ,为 求 Q=ie 十 jc 之 逆 ( 实 际 在 yOz 平面 内 求 逆 ), 则 只 能 是 


C = 右 =in+jp (2 十 力 王 1]) 


那么 Q 是 否 存 在 ? 答 :不 一 定 ! 具体 陈述 如 下 . 
此 时 有 (应 用 空 数 j 的 性 质 :j 三 ]) 
1] 二 (14 十 J]O) (nn 十]p) 二 一 an 十 y(n 十 ap) 十 Jcp (8) 
1) 在 j= 二 ai 十 iB! 下 ,由 式 (8) 得 
1] ==(1a 二 jo) (in 二 jp) =—an 二 y(n 二 ap) 二 jcp 
由 此 有 
1] =—an 二 Tai(mn tap) 
0=Bi(on + ap) (9a) 
0=cp 
由 上 式 得 出 p= 二 0==n, 代 入 式 (9a) 的 第 一 式 后 ,得 出 1 = 二 0 的 矛盾 . 故 有 结论 3, 在 ==ai 十 
iB1 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复数 Q =ia 十 jc 的 倒数 不 存在 . 
2) 在 ij 一 cs 十 j8: 下 ,由 式 (8) 得 


1 一 一 az + as (cn tap) > a =— 训 二 
0=pB(anTap)+cp— Pp, 站 i 
由 Q2 十 B 一 1 ,得 
cp 2 
外 下 < 人) ( cn a 
(9b) 
式 (9b) 的 解 可 能 存在 且 不 唯一 ;也 可 能 不 存在 . 
例如 ,将 Q 二 2 十 jY2 代入 式 (9b) ,整理 得 n= 二 一 一 
p—y2 
现 图 解 联 立方 程 组 
= 
力 一 V2 
1 十 太一 ] 
见 附 图 1。 


可 见 ,在 末 一 ws 十 jp 分 解 方式 下 ,Q 一 i 十 如 (在 yOz 平面 内 ) 的 倒数 有 两 个 . 


一 般 情况 下 ,给 定 a,c 并 代入 式 (8 -2) 时 所 得 n == f(p) 曲线 仍 具 有 刚才 示例 的 结果 . 即 
n 二 f(p) 曲线 和 圆 n? 十 p? = 二 1 或 相交 或 不 相交 . 故 知 式 (9b) 的 解 可 能 存在 且 在 存在 时 也 可 能 
不 唯一 ;又 可 能 不 存在 . 

于 是 有 结论 4: 在 j= 二 a; 十 j8, 下 ,在 平面 yoz 内 所 给 超 复数 Q =ia 十 jc 的 倒数 可 能 存在 且 
可 能 不 唯一 ;又 可 能 不 存在 . 

在 j= 二 ias 十 ]Bs 分 解 下 ,由 式 (8) 得 
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1 = 二 一 an 十 iaa(on 十 ap) 十 jLcp 十 Bs(cn 十 ap)] 
由 此 式 得 联 立 方程 组 
] 一 一 CQ71 
0 一 as(cz 二 ap) (9c) 
0=cp 十 Bs(cn 二 ap) 

由 式 (9c) 的 第 一 式 可 见 , 当 |a| 二 1 时 ,|n| 二 1. 因 此 将 使 十 Pp? 关 1, 故 知 在 j=ia; 十 jB， 
分 解 下 ，Q==ia 十 jc 的 倒数 不 存在 ; 当 |a|==1 时 ,|n|=1, 因 之 c==0,p 二 0. 这 已 不 属于 Q=ia 十 
jc 的 情况 了 . 

故 有 结论 5: 在 1 一 ics 十 jB; 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复 数 Q 二 ia 十 jc(c 关 0) 的 倒数 
不 存在 . 


结论 6: 当 c= 二 0 时 , 因 |a|=1, 故 QQ = 二 一 十 i; 当 a 一 0 时 ,|c|=1, 故 Q-” = 太一 十 i 


附 图 1] 计算 示意 图 


附录 六 待 研 究 的 课题 


笔者 在 此 提出 一 些 待 研究 的 课题 . 

(1) 超 变 果 数 保 角 映射 的 基本 问题 

定理 ( 黎 曼 定理 的 推广 ) 不论 两 个 单 连 通 区 域 2 和 2 (它们 的 边界 面 都 是 由 多 于 一 个 
的 点 所 构成 ) 是 怎么 样 ,也 不 论 在 这 两 个 区 域 中 的 两 个 点 Qu 与 Po 以 及 两 个 实数 9。 和 go 是 怎 
样 给 定 的 ,总 有 一 个 把 区 域 Q 映射 到 区 域 2” 上 去 的 单 叶 保 角 映射 (这 样 的 映射 只 有 一 个 ) 忆 三 
f(Q) 存在 ,使 得 

(G6)%) = Ps argf (Oo)}—=0, arg; f' (Qo) =—‘po 

其 中 arg, f(Q) 指 锥 角 ,arg; f(Q) 指 扇 角 . 

(2) 超 变 函数 的 罗 伦 级 数 、 留 数 定理 、 奇 点 及 其 分 布 等 理论 . 

(3) 超 变 图 数论 的 黎 曼 球 问 题 : 

在 复 变 函数 论 中 ,为 研究 多 值 函 数 (例如 )W =V2 的 ?个 分 支 引 入 黎 曼 面 的 概念 . 

在 超 变 函 数 这 里 ,不 但 其 逆 映 射 是 多 分 支 的 ,其 原 映 射 ( 除 线性 映射 f(Q) = 二 kKQ 十 c 外 ) 也 
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是 多 值 的 . 于 是 ,就 存在 一 个 黎 曼 球 的 问题 有 待 研 究 . 也 就 是 说 ,上 述 的 保 角 映射 是 由 2 空间 加 
各 分 支 07 ,022，… ,0 人 29 上 的 映射 .那么 ,各 分 支 是 如 何 “ 黏 结 ” 的 呢 ? 这 些 都 期 盼 高 明 的 数学 家 
来 解决 ,或 许 量子 力学 由 此 又 可 获得 一 个 新 的 数学 工具 . 


附录 七 ”对 同行 学 者 的 一 些 问 题 的 回答 


在 本 书稿 出 版 之 前 ,笔者 曾经 将 书 中 的 内 容 送 给 一 些 同行 进行 讨论 ,同时 也 得 到 了 许多 有 
用 的 建议 和 意见 ,考虑 到 读者 在 阅读 书稿 时 也 可 能 会 遇 到 类 似 的 问题 ,因此 我 们 对 一 些 问题 进 
行 了 整理 ,方便 理解 . 


一 \ 答 美国 北 卡 罗 来 纳 大 学 杜 林 (Dooling) 教授 


柱 林 教 授 举 了 一 个 反例 :Q 一 坚 十 好 j, 显 然 | Q |=1. 但 是 , 按 我 们 给 出 的 空 数 j 的 性 质 


j 一 j, 得 出 |QQ | > 1. te 

答 杜 林 教 授 : 

1. 三 元 数 乘 法 特性 

由 第 一 篇 第 一 节 超 数 的 乘法 ,我们 可 以 看 到 : 

第 一 ,ij 在 单独 存在 时 ,是 不 确定 的 .但 一 旦 进入 具体 的 运算 结构 中 去 , 它 就 被 具体 问题 所 
约 制 ,而 成 为 完全 确定 的 事实 ,ij 的 分 解 系数 a 及 B 被 确定 下 来 . 

第 二 ,乘积 有 三 个 可 能 的 值 . 

2. 回答 问题 

保留 复数 域 的 模 法 则 (这 是 个 公信 和 度 极 高 的 约定 ), 即 


ZiZ: |==|Z1||2Z;|， | 寺 |= 二 二 
EAA 


在 这 个 模 法 则 下 ,两 个 单位 复数 之 积 、 之 商 (分 母 非 零 ) 仍 为 单位 复数 . 超 复数 也 必须 服从 
这 个 法 则 . 

(三 元 ) 超 复 数 放 弃 复 数 域 的 “乘积 唯一 性 ”的 意义 有 : 

(1) 若 可 乘 , 则 其 积 多 值 ; 

(2) 尚 有 不 可 乘 的 情况 发 生 . 

原则 上 讲 ,在 我 们 的 体系 下 , 当 VB; 十 C; =0G 一 1,2,3) 的 时 候 皆 不 可 乘 . 

故 知 ,此 例 不 在 可 乘 范围 内 . 


二 、 答 卫 国 教授 


1. 提 出 的 问题 
对 任意 非 零 复 数 Z (| Z | = 1) ,有 唯一 的 道 Z : 
Zo | 
问题 0; 对 一 个 超 复数 Q, 如 何 定 义 其 超 复数 的 倒数 ( 逆 )Q 使 QQ ”= 二 1? 对 于 超 复 数 ,因为 其 
乘积 不 唯一 ,所 以 它们 的 倒数 也 不 唯一 .但 是 ,我 们 认为 所 有 的 超 复 数 Q= a 十 a 的 倒数 唯一 . 
问题 1 ;是 不 是 所 有 的 超 复数 Q@= 二 a 十 cj 有 了 唯一 的 倒数 ? 
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问题 2: 如果 问题 1 成 立 ,其 倒数 形式 为 Q ==d 十 有 1? 

问题 3: 如果 问题 1 成 立 , 其 倒数 唯一 吗 ? 

问题 4: 假 设 Q@=a 十 cj 是 整数 (例如 | Q|=1), 那 么 Q (| Q |=1) 也 是 整数 吗 ? 

问题 5:; 请 计算 所 有 超 复 数 的 逆 , 并 将 它们 的 逆 表 达成 a 十 抽 十 cj 的 形式 . 

2. 答 卫 国教 授 问 题 (为 方便 读者 理解 ,所 以 回答 问题 的 顺序 有 所 改变 ): 

(1) 回答 问题 0: 是 的 ,由 于 保留 复数 域 的 模 法 则 , 故 定义 QQ 三 1. 

(2) 回答 问题 4: 是 的 . 

(3) 回答 问题 2: 是 的 , 即 Q=a 十 ic 的 倒数 只 能 是 Q ”三 双 十 jz 的 形式 . 为 什么 ? 

参考 复数 求 逆 : 超 复 数 Q= 二 Z=a 十 ic(a’ 十 c= 二 1), 为 求 其 道 ( 实 际 是 在 复 平 面 zOy 内 求 
逆 ), 则 只 能 是 Q ==2Z = 二 m 十 in 的 形式 . 现在 ,只 要 求 出 n 及 m 之 值 ,Z” 即 可 求 出 . 其 过 
程 如 下 : 


设 Z-: = 二 二 一 几 十 这, 由 此 得 出 


一 (at 一 02) 十 1C720 十 azz) (1) 
由 式 (1) 得 
l=(am—bn) 之 a=a'm—abn od 
0 一 pb 十 az 之 0=b mabn 
相 加 得 
a=m(b +a’)=m 
代入 (2) 得 n= 二 一 b, 于 是 
ee 
于 是 有 结论 1:Q= 二 Z==a 十 ic 的 倒数 存在 且 即 为 通常 的 复数 . 
在 对 超 复 数 求 逆 时 ,只 需 在 |Q, | 过 1 下 进行 .事实 上 ,任意 超 复 数 Q@=| Q | Q&。 
为 求 Q==a 十 jc 之 道 ( 实 际 在 zxOz 平面 内 求 逆 ), 则 只 能 是 


一 Q 一 10 


二 ?77 十 ] 力 本 


当 Q=a 十 jc 时 ,为 什么 不 可 取 
Q- = 过 一 办 十 十 jP 


Q 
对 此 ,在 后 面 的 行文 中 再 述 . 
(4) 回答 问题 1: 不 是 的 . 每 一 形式 为 Q==a 十 jc(| Q|=1) 的 超 复数 没有 倒 ( 逆 ) 数 . 现 演 算 
式 (12 -6) 如 下 : 
在 我 们 的 体系 下 ,由 式 (3) 得 
l=(a 二 jc) (mjp) 三 az 十 jeoo 二 ap) 二 jcp =am ij(om ap cp) 
对 应 有 联 立 方程 组 
] =am 
0 二 cm 十 ap 十 cp (4) 
1 一 M 十 力 
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Ca 
le p 


5 十 办 (7 十 力 ) 


由 式 (4) 可 知 : 
当 |a|<1 时 , 则 | 和 | 之 1. 显 见 式 (4) 的 第 三 式 不 成 立 , 故 Q=a 十 jc 就 倒数 .于 是 有 结论 2: 
在 平面 xOz 内 , 超 复数 Q@= 二 a 十 jc 不 可 求 逆 . 
[ 注 ] |a|=1 时 ,|m|=1. 为 满足 1 二 m? 十 户 ; 需 pp 二 0, 从 而 C=0 此 时 属实 数 求 倒数 . 
[ 注 ] 当 Q==a 十 jc 时 ,是 否 可 取 
QT = =m+tintijPd =m’ + +p)? 
答 :不 可 ! 陈述 如 下 . 


由 Q- =- 启 一 mm 十 这 十 让 (6) 


可 得 1 三 (ae 十 jc)( 十 'i22 十 jP) 三 ao 十 ia 十 ](Cc 十 cd 加 十 cp) ion Cr 
此 时 必 有 1 = 二 am. 正如 前 述 , 此 时 1 三 和 十 zw 十 pr 不成立 , 故 Q 不 存在 . 


例 Q= 吧 全 则 代入 式 (7) 得 


2 2 RG 
1 一 地 mn 二 |(m 好 二 二 p 十 守 p) 二 + 
简化 得 
V2 一双 填 记 十 jw 十 2 力 ) 十 ijn (8) 


第 一 ,在 1 一 al 十 18， 的 分 解 下 ,求解 方程 组 : 

m 十 这 十 太一 ] 

a’ 二 +PB =1 

m 二 ain = 二 /2 

n 二 Bin 二 0 

7 十 2 力 一 0 

解 得 Bl 三 一 1，ai =0,m 一 V2,p 一 一 些 . 

但 是 ,mi 十 台 十 pr 关 1, 这 说 明 在 ij 二 ai 十 ip 分 解 下 ,所 给 例 的 Q 不 存在 . 
第 二 ,在 j= 二 a;s 十 jB 分 解 下 ,由 式 (8) 得 联 立 方程 组 

m 十 nn 十 p* = 二 1 


a 十 B=1 
m 十 asn 二 V2 
1] 一 0 


nk 2 力 十 B27m 二 0 
解 得 加 一 V3 一 一 惧 . 但 m? 十 e 十 p? 关 1, 故 此 时 所 给 例 的 Q-' 也 不 存在 . 
第 三 ,在 1] = lg3 + JpB; 分 解 下 ,由 式 (8) 得 联 立 方程 组 : 
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m 十 n° 十 二 1 
a 十 BP =] 

m 一 V2 

7 十 7 一 0 

10 十 2 力 十 83 一 0 


解 得 一 2 一 一 此 .仍然 是 所 给 例 的 Q7 也 不 存在 . 


故 知 , 当 Q==a 十 jc 时 ， ,不 可 取 Q = 吝 二 殉 十 十 jp 的 形式 
3.Q= 王 这 十 jc 的 求 逆 问 题 
当 Q==ia 十 jc 时 ,应 应 取 Q 一 百 一 让 十 浪人 十 p* = 二 1) ,那么 Q 存在 否 ? 答 : 不 一 定 ! 陈 


述 如 下 . 
此 时 有 (应 用 空 数 j 的 性 质 :j 三 ]j) 
1 二 (14 二 JO (mn 二 jp) = 一 an 十 y(n 十 ap) 十 jcp (9) 
在 ij 一 ci 十 ip 下 ,由 式 (9) 得 
i=(w 二 x (mT jp 二 nt Tap jp 
由 此 有 
1 =—an 二 ai(on+tap) 
0=Bi(on 二 ap) (10) 
0=cp 
由 上 式 得 出 p= 二 0 二 nn, 代 入 式 (10) 的 第 一 式 后 ,得 出 1 二 0 的 矛盾 . 故 有 结论 3: 在 ij 二 ai 十 
ip 分 解 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复数 Q = 二 ia 十 jc 的 倒数 不 存在 . 
在 1 二 az 十 j8: 下 ,由 式 (9) 得 


1=—an +t am tap) > a = 
ee cp 
A 
由 a 十 B= 二 1, 得 
in NE wp Ee 
pe | er gr = Yn 


式 (11) 的 解 可 能 存在 且 不 唯一 ;也 可 能 不 存在 
例如 ,将 Q 二 好 十 j 避 代入 式 (11) ,整理 得 一 


pe 
现 图 解 联 立 方程 组 人 V2 如 下 ( 见 附 图 2) 
n 二 pp’ 一 ] 


可 见 ,在 生 ==as 十 jp, 分 解 方式 下 ,Q 一 i 二 十 j 如 (在 yOz 平面 内 ) 的 倒数 有 两 个 . 
一 般 情况 下 ,给 定 a.c 并 代入 式 (11) 时 所 得 二 /Cp) 曲线 仍 具有 刚才 示例 的 结果 . 即 一 
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f(p) 曲线 和 圆 n? 十 p* = 二 1 或 相交 或 不 相交 . 故 知 式 (11) 的 解 可 能 存在 且 在 存在 时 也 可 能 不 唯 
一 ;又 可 能 不 存在 . 


本 ' 
附 图 2 计算 示意 图 


于 是 有 结论 4: 在 j=a;s 十 jB: 下 ,在 平面 yOz 内 所 给 超 复数 Q==ia 十 jc 的 倒数 可 能 存在 且 
可 能 不 唯一 ;又 可 能 不 存在 . 
在 ij 王 ias 十 jBs 分 解 下 ,由 式 (11) 得 
1] =—an 二 ias(cn 二 ap) 十 jLcp 十 B3(on 十 ap)j] 
由 此 式 得 联 立 方程 组 
l] 三 一 C71 
0 一 as(cz + ap) (2 
0=cp 十 Bs(on 十 az) 
由 式 (12) 的 第 一 式 可 见 , 当 |a| 二 1 时 |n| 二 1. 因 此 将 使 十 p? 关 1, 故 知 在 ij=ias 十 jBs 
分 解 下 ,Q= 二 ia 十 jc 的 倒数 不 存在 ; 当 |a|==1 时 ,|n|=1, 因 之 c=0,p==0. 这 已 不 属于 Q=ia 十 
jc 的 情况 了 . 
故 有 结论 5: 在 j==ias 十 jBs 分 解 下 ,在 平面 yoz 内 所 给 超 复数 Q 二 ia 十 jc(c 关 0) 的 倒数 
不 存在 ; 当 c 一 0 时 ,Q- = 二 二 十 i 


al 


4.Q= 二 a 十 十 jc 求 逆 
法 和 一 a 直 计 二 第 站 1 自生 再 巡 二 一 二 mw 定神 二 访 . 风 在 wz 也 知 时 岂 


@ 十 这 十 jc 
求 mynypbm 十 十 p= 二 1). 由 上 式 可 得 
1 二 (a 十 站 十 jo) Cm 十 In 十 J]jP)= 二 (am 一 bn) 十 i(an 十 bm) 十 j(ap 十 com 十 cp) 十 y(6bp 和 十 cn) 
《ES 
(1) 在 1 三 ai 十 ip 分 解 方式 下 ,由 式 (13) 可 得 联 立 方程 组 


本 a 
1 一 (om 一 加) ta (bp+m) > = | 


je 工程 二 2 
0 一 (aa 十 bm2) 十 BC 十 co) 一 有 a | 


0 一 d 力 十 ac 十 女 
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因 a + AB 二 1, 所 以 有 联 立 方程 组 
Cn i | 


bp cm pe on 
0=ap 二 mc 和 tfc CL) 
m 十 六 十 大 一] 
(2) 在 1 一 as 十 j8: 分 解 方式 下 ,由 式 (13) 可 得 联 立 方程 组 
1 一 ax 十 Do ap tmet oad” 
hs 
0=an 十 bm 人 
m= 
(3) 在 j==ia; 十 jB 分 解 方式 下 ,由 式 (13) 可 得 联 立方 程 组 : 
: 本 2 
-a 
(16) 


1 =am 一 bn 
m 二 n 十 p = 二 1 
求解 式 (14) 一 式 (16) 之 任务 ,难以 手工 完成 (可 在 机 器 上 进行 ). 不 过 其 结果 仍 会 如 前 面 
所 述 那样 :其 逆 或 无 或 有 ,并 且 有 逆 时 ,其 逆 不 会 唯一 . 
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